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N / . : : v * PROLOGO. 



* La credent©^ contrilDUejl6n .de; las matemaiiicaa a la cultura dfl 
namdo moderno, y fiu iwportahcia 66ino parte vital de la edU(^acion 

clentlfica y hUmanlst^oa, han hecho necesario .qije Jas "^*^'"5Ji2«!v^^ > 
del program' es-<5aar se sel^ccionen -Julcibgamente .^^.que se ens^tteii ; 

Men *en..m«,stra9 esc$^^^ : * / . . • 

' Tomando* estoren consid^racJ.6n; las organizaciones. de mate- * • 
'laaticas en loW Estados UnJLdos cooperaron-en la fomacion^^^^^ - 
feipo de' £studlx>"de- la'Mateiaatica fescolar (SMSG). Este Kjupo lo 
constituyfen nia.teraatf cos -de .-colegios y universidades, maeatrdS de . 
matematicas deVtddos io^s niveles, e^gpertoa en educacion y repre- 
sentantes de la ciehxsAa y Ira tecnologla. El proposi*o g«aefal . 
del SMSG es el" me J or ami en to de 'la enseKariza de las matematlcas - _ 
eriVlafe escuelas de los Estjados Unidos.^ La Pundacion Nacioyial^tfe « ; 
Ciencias ha provlsto fondos sust^ciales ,para -el financ3:amiento 
•de esta. labor. , »,..*'. ' ^ . ' ' %" . 

Uno de lbs pBerrequisitos para el mejbramiento de la erlsefianza 
de las matemalflcas.en nuestras escuelas es un mejor programa de ^ 
estudios/^ progrania que tome en consideracion el uso creci^nt>e 
'de las matematicas en la ciencla, la tecnologla y Qtros campos del 
libiioci^nlento y que, a la vez, refleje los avancee ^^clentes de las 
matematicas mlsmas. . Uno de los primeros proyectos del SMSG fue 
reclutar un gnipo de mJatematlcoa y maestros de matematicas dls-r 
tinguidos para preparar una ^erie de libros texto- ilustrativos 
de un prograraa de estudlos como el ya menclona,do. . . 

Los matematlcos profesiSnales en el SMSG" creen que .el^on- 
temdo matem^tico presentado en esJie textp es valloso para todos^ 
los ciudadanos cultos de nuestra sociedad, y que^su aprendizaje 
es importante para . los estudiantes que van, a Ingresar en univer- : 
sidades, como preparacion pai^a estudlos avanzadoa en e^te carapo. 
Al mismi-tiempo, los maestros en el , SMSG creen que. la forma en 
que aqul se presenta el material de estitdlo faclllta,al estudiante 
su ^imilaclop. * • 

En la mayorla de los casos el material pareceri familiar, pero 
au pr^sentacion y punto de vista seran dlferentes. Algun material 
sera completamente nuevo en relacion con los programas de -estudlos 

/.•tradlcionales. Asl debe ser, porque las matematicas constltuyen 
Una disclpllna viva y en constante creclmlento y no un product© 

r in6rte y rigido de la antlgued^d.. Esta fusion saludable entre lo 
antiguo y lo nuevo debe gular a los estudiantes' hacla. una mejor 
comprenslon de los conceptos basicos y de la estrucls&ra de las 
matematicas y ofrecer una base sol Ida para la comprenslon y el uso 
d6. las matematicas en una sociedad. cientlf lea. 

No pretendemos que este llbro se considere CQrao la unlca 
manera deflnlW-Va de presentar correctamente las matematicas a los 
estudiantes en este nlvel. En camblo debe conslderarse como una 
muestra de la clase de progrsaaaa de estudlos que necesltamos y como 
una fuente de sugerenclas para los autores de textos comerclales. 
Esperamos slnceramente ,que estos textos seftalen el c amino haCia 
una enseaanza mas Insplrada y slgnlficativa'de las matematicas, 
dlsclplina que es la relna y slerva de las ciencias,. 
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PREPAfelO 



' Las ideas fundamental es de las.matematiQas-^para el primer 
ciclo secundario adbre las que ae insiste en este texto-son: la 
estructura de la aritm^tica desde un punto de vista algebraicoj 
el sistema de* log nmeros reales como un <3esarrollo progresivoj- ♦ 
relaciones metricas y no m^trlcas en geometrla. A>lo largo del 
texto esas ideas se asocian & sus aplicaciones. En- este ^i^^l es 
Importante la experiencla con los conceptos abstractos y la apre- 
Sacion de Iob Jsmos, asl como la- del papel de la definlcion, del 
desarroilo de'- ua* pepsamiento .y un vocabulario preclsos, de la 
experimentaci6n y de la demostracion. En la escuela secundaria de 
primer ciclo se pueden hacer progresos sustanclales. 

En el verano de 1958 se escribieron para los grades de 
estudio sSptlmo y octavo, catorce M.bros que fueron probados por 
SroSSad^ente "^100 maestros en 12 centros de educacion d^ 
varlas partes del pals durante el aKo escol^ de 1958 - 59. Se 
revisai^n luego esos Hbros, sobre la base de las observaclon^ 
de los maestrSs, durante el verano de 1959.^ Con algunos lib^s 
nuevos, se imprlmio una parte de los textos modelos para el ?• 
Krado V un .volumen de textos experimental es para el f , grade. 
KT^\e el llo escolar de 1959 - 60 unos 175 maestrps de^ ■ 
varlas cartes del pals enseRaron matematieas en los graoos sep- 
tajtno y octavo a base de estos libros, que luego se revisaron en 
el verano de I960. ■ • 

Las matematieas -fascinan a muchas personas tanto POi^.^a^ 
oportunidades que brlndan a la creacion y al descubrlmlento como 
pSr su utllldad. Crecen contlnua y f'apidamente con el ^oble 
estlmulo de la curiosidad Intelectual. y de la utllldad practica. 
Aun los estudlantes del primer ciclo secundkrlp pueden fo^mjlar^ 
preguntas e hipotesls matematieas que pueden comprobar p esta^le- 
?erT pueden desarrollar intentos slstema^icos para resolyer pro- 
blems matematlcos tengan o no ^stos, ^0^"°^?^^^ rutinaylas o 
faciles de determinar. En gran parte, la seleccion del contenldo 
y del m^todo-de este texto se basxS en el reconoclraiento de estos 
Importantes factores. 

Creemos flrmemente que las matematieas pueden y deben es- 
tudiarse con 6xito y agrado. Esperamos que este texto piieda 
ayudar a todos los maestros que lo usen, en. el logro de este .muy 
jdeseable fin. 
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' . , Capltulo 1 ^ . . 

NUMERbS RACIONALES Y COORDmDAS 

1-1. La rectaTnum^rlca / 
/ La idea cle n\Stnei»o es abstracta. pn la hlstor^-a de la cIyIH- 
^aclon, el desarrollo de un t»uen sistema num^rlco ha necesj-tado 
muchos siglos. Se han utillzado muchos esquemas para ayudar a • 
comprender lo-s niiieros y sua apllcaciones, pero wac de Iqs me jorea 
es'el de la recta --nuin^rlca. Vamos a repasar la construccion d^a 
recta num^rlca como punto de par tida para "un anallsls ulterior de 

los numeros. . 

Imagineraos^que la recta que^ se rouestra en la>*sigulente figura 



^ • 1 — »^ 1 'r 



. Q . ..,1...., .. ;, , 2 . ,....,„3 .„ ,„.„ 4_.j_ 5 6^ 



se extlende illmitadamente en ambas dlrecclones. EscogemOs un 
punto cualqulera sobre ella y lo llaiaamos 0. Luego tomamos otro . ^ 
punto a la derecha de )9 y lo llaiaamos 1, detepmlnando as! una 
unidad de loAgltud de 0 a 1. fartiendo de 0, colocamos repe- 
tidamente esta unldad de longltud sobre la recta num^rica, 
avanzan'do' hacla la derecha: Se determlna as! la poslclon de los. ^ 
puntos que corresponden a los numeros naturales" 2, 5,, 5> • • • • 

. Asoclamos el numero ^ con el punto que* esta a mitad de camino 
entre 0 y 1. Colocando repetldamente hacia la derecha el seg- 
mento cuya longltud es la-mltad de la unldad adoptada, determlnamos 
los puntos adicionales correspondlentes a -g-, ^, p • • • • ^ 
manera analoga, localiz&mos los puntos de la recta numerica que 
estan a ladereo^a de cero, correspondlentes a-' fracclones que 
tlenen de^|j^adayi-4 4, 5, 6 • 7*, • T.., como se. ve en la figura 
que aparecepl cont|nuaGl6n: ' " 
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i 3 5^ 7 0 

. 4 4 4 7? 

i h i tl — I — l—i — h i - I - — t- 

3 2 3 2 2 2 2 
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Medlante este procedimientp natui^al asociamos un punto de 
la recta con cada niimero racional,- de manera que a cada nViraero ^ 
racional le corresponda un aolo punto de la recta. Tenemos, 
pups, una correspondencia blunlvoca entre los numeros r^clonales 
y algunos puntos de la'recja. Denominamos los puntos de la • 
reftta num4pica por los nombres de S\is numeros* cprrespondlenttes 
(por ejemplo, el punto 2 corresponde' al nximeii) 2)-. Podemo» " * 
hacer esto en vlrtud de la correspondeiicia blunlvoca' que hemos 
mencionado. Esta es una de las mayores ventajas de la recta 
numerica, pues nos permite Identlflcar puntos y niSmeros. 'Nos 
*ayuda a servimos de los puntos geom^trl<^s para descrlbir 
relaclones entre nAneros, como se ilustrar en los parrafos que 
slguen, . ' . " 

♦ " • • . • 

Qbservacldn. Podrlas pensar qVie esta correspondencla biunlvoc^ 

aslgna un numero. a cada punto de la recta, que se halle a 
la derecha de 0. Esto esta muy 'lejos de .ser clerto. En 
efecto, hay sobre la j?ecta muchlsimos mas p^tas Sin 
marcar, fuera de los que hemos marcado por procedlmlento 
Indlcadb anterlormente. Esos puntos no marcados corres- 
ponden a num.eros como tt, ^/?, V5 y VF, ^ue no son numeros 
racionales. En el Capltulo 6 estudiaremos i^s acerca de 
estos n\5meros, 

Propledades de la recta nuro^rlca * . 

^ .La recta numerica locallza los numeros de una maner^ muy 
natural, ^or medio de puntos. La construccidn de la recta 
numerica situa los niineros racionales segun el orden creciente 
de SUB magnitud&s. En consecuencia, podemos siempre sabel» 
ddnde debemos colo^sar un numero sobre la recta. El mayor de 
dos numeros Ira siempre a la derecha. Como '5 > 5 (5 es 
mayor que 3), 5 estara a-la. derecha de 3 so*bre la recta 
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Wrica. A un namero maycJr que 5 le corresponde un punto a la^ 
derecha de 3.. -Como 1& < i^, el punto 2 estar^a la izdulerda . 
del punto'. Slempre podemos coiiiprbbar facllmente las poslclones 
relativas-de-nuis^ros como ^ 3, 0,, |, .1, f y |. Una.vfez^que hemo^ ^ 
looAllzado los puntos corresponddentes sotore la reota, es facil 
darse cuVnt^a a'simpl-e vista si .un numero, es . mayor o menbr que otro; 

El'puntp correspond! ente a cero se^escogfe- como. punto -de 
referencia y le llama el orlgep, .^it^'semli^recta W se-.exWende 
desde el origen liacla la deracha sobre la recta wum^r^ca,. se llama 
jsemlrrecta positlva'/ ' Gualquler numerb 'mayor 4ue cero" esl^a SQ-bre'.. 
6sta semlrrecta posltlva^y. Se IMma numero posltivo.>' '^En particular 
de-los niamerqs n^turaW" 1, .2; 3,' .4,-\ . , , dectoos Ve son los 
Interos positives. Decir que-^un numero es posltivo slmplemente ^ 
signifioa que ^cho ni5mero esta a la derecha^ cero sobre la recta 
num^rlca. ♦ • . ^ * ! 

Adici<5n soTpre la .^ectr num^rica * . \ 

. Se puede describir facilmente la suma de^dos niimerbs sobre 
la Tecta nuraerica. -"Para sumar 2 " y. 3, -cpmenzamos con J y nos 
tJesplazamo9 dos junidades hacia la derecha. Ce esta maAer|, .la 
operaci<5n ''3 + 2 = '5 se representa por un movimiento a lo' l^rgo 
, de la 'recta num^uica. El movimiento teraina en el punto corres- 
pondiente a la suma. - ' 

—X 
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Podemos tarabi4n pensar en el numero 3 como si deterrainara una 
flecha. (o segment^) de recta dirigido) que parte de cero termina 
en 3. Para representar la suma de" 2 y 3, dibu jamos fcple- 
raente una 'flecha de longitud 2 que comience en, 3 y no en o; ' 
Entonces, la flecha (segmento de recta dirigido) que representa . 
-la suma 3 + 2, comlenza en O y termina en ^ Para eyitar ' 
confusiones, dibujamos fredUentemente las flechas un poco mas 
arriba de la recta" Werica, comp se indica en la pagina-slguiente 
en la flgura, para la suma 4 + 2. 



grados 

sobre 

c$ro 



^as flechas guglereA un movlmlento *de ^1^ ^nidades seguldo de ' 
otro movlmleiito • de Z unldades para alcanzar el punto (^1^ + 2). 
Tambl^n inteipretamos la.flgura comp si sugiriera ia suma de \- 
. dos segmentos de recta, dirigldos, de longltucfes \ y 2, para 
• formar el segmento suma, de longltud j6. . ' v \ 

' Apllcaclones de la recta num^rlca ' • 

La recta num^rica se usa de ^ ' 

muchas maneras en la vlda diarj^a, 

Un buen ejemplo d? ello es una 

regia. Los n\5meros de las casas 

qCie se alinean a lo^largo de las 

calles rectas de una cludad formsai 

una recta numerlca. (iSl vlves en 

una calle curva, debes aprender un 
/* poco Mas de matematlcas antes de. 

estudlar las dlstanclas y la nume- 

racion a lo largo de una curva J ) 
Una de las apllcaclones mas 

comunes de la reeta numerlca se 

maede ver en un termdmetro. En 

es^fce case se'usan dos escalas 

num^rlcas a lo largo de la recta, 

una en iada dlreccidn. Las ^ 
. teraperatfuras sobre cero ap^ecen 

en Ik :nbcta enclma de cero, ' 
^pteifitras que las tempera turas bajo 

cero se mlden por debajo de cegjo. 
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Para comparar las ^ananclas y. 
perdldas ocyrridas en varios departa; 
mentos de una empreaa gran'de durante 
un mes. dado, poderaos usar escalas como ^^ 
se- muestra a la derecha. El departa- 
mento A, que perdld 4,000 d61 ares, ' 

aparecerla en el punto marcado A, * . 
mientras que el departamento. B, que . 

tuvo una ganancla de 5*000 dolareSj'V 

apareee en B. 



B 



5,000 
4,000 
5,000 
2,000 
1,000 
0 

1,000 . 
•2,000 
•^,000 
4,000 
5,000 • 



ganariqlas 
en 

ddlares 



p^rdidas 
en 

ddlares 



:sQiVi6 otT03 ejen«)los refereiites al uso de-la recta num^rlca 
^puedes imaginar? - . . 

E.^ercffel%s 1 ~1 

1. Dlbuja una recta numerica para ca<5a uno de los numeros que 
, se dan al pie de esta pagina. Utlllza una pulgada como 

unldad^de longitud. Escoge un punto de^la recta como origen 
y localize el punto que correspqnde al numero. Dlbuja encima 



dd la recta numdrica las flechas corresporidientes. ^ 
<a) 4 ' ^ (c) ^ . (e) 5.75 



1 

T 



(a) 



,1 / 



(f) 1.125 



•* * \ 

2. Represent^ .por medio de flechas marcadas sobre l.a pectav * . 

/ num^rlca, -cada una de las sumas que aiguen. (Utillza^una * ! 
recta num<Srica diferente para cada auni*^* ) 

• (a)^ 2 + 5 • . ■ (d) | + § . ' . 

, • (e) '1+ 1.25 • * . V 

. 3, SitUa los n\Smeros de este ejertslcio aobre la recta BiUm^rica*. 
y detep?mina cual es el mayor- en cada con junto. 

4. En aXgunos automovilerf recientes, los vfelocimetros .WLenen v 
la forma de una reqta num^rica para indicar'"la velocldad 

• en millae por hora. En tales veloclmetros ae Indlca la 

velocldad mediante una recta semejante a una f lecha. Escoge 
una uAldad de longltud convenl6nte -y constmaye una recta 
. num4rica con velocldades hasta de 70 mill as par hora. , 
Marca sobre esa recta los |)untos correspondientes a las ' 
yelooidades que se Indlcan pip abajo- Mbuja epclma de ; 
la recta num^rlca, las f leciias correspondientes a cada 
uno de estos numeros : 

(a) lO m.p.h. ^ (c) 35 m..p.h. 

•(b) 15ra.p.hr ' • (d) 60 ra^p.h. 

5. Localiza sobre una recta numdri&gi los pimtos medios de los 
slguientes segmentos : ^ . 

(a) De 0 hasta 2. ^ (c) De ^ hasta J. 
(b*) De ^ hasta |. (d) pe 2 hasta 6.5, 

6. Utlliza un dlagraina ^ue represente la suma mediante flechas 
puestas sobre la recta num^rlca, para mostrar que 

2 + 3 » 2. iQu^ propiedad de la adlcidn se manifiesta ' 
asl? * 




^. Utlllz9ficU) f lechas para repr^sentar la adlcl<5n' sobre-^la yeeta 
niii^rioa; muestra que + 3) 1 = 2 + (5 + t). ^ mi pro- 
pledaci de la adicldn pone de manllPiegito'.este e^jerciclo? 

8. Imag^a una. fiomla dfe repr^^ntar el produbto ' 5*2 med^.ante 
f lechas -sp^estas sobre la recta num^rica. Ensdyalo tambi^n en 
las multiplicaclbnes 5 • 2 y ' 6 if . 

9. ^ iC<5mo pbdrlas mostra^' que . 2 • 5 = 3 » 2 por medio de f lechas^ 

sobre la recta num^rica?, iOW^ propleda& de la^onultlpllcacldn ' 
ilustra ^ste.ejemplo? * ^ .-/ 

. ' » > 

V2. N-dmefros racionalea' negatlvoa 

En el estudio anterior de la recta num^irLca^hay una-omisl6n 
muy serla: no hemos- marcado' loo-puntos situados a la* izqulerda de, 
cero. Hemoe usado solaniente la semirrecta desde' el orlgen, en la 
dlrecclon posltiva. Para augerij? la manera de marcar esospuntos^ 
(jy el pprqXie qiaeremos hacerlol), veamos el ejemplo de las tempera 
turas, que no s es familiar. ^ ^ . ' ' 

Las rectas num^ricas que pep'resentan temper aturas, tales como 
aparecen en los "termometros, son 'asl: 



1 — :^ — I ' — 7^ — TT 



-50 -40 -30 -20 -lb 6 +10 -^'O +30 +40 *50 "^60 **70 



Temperatwra en grados Fahrenheit 

Las> temperaturas bajo cero se representan aqul por numeros coloca- 
'dos a la Izqulerda del orlgen, precedidos del slgno " Las . 

tenqperaturas sobre cero se Indlcan con el signo " Entoncea, 
"10 se ref iere' a una temperatura de 10 ^grades bajo cero (a la ^ 
izqulerda de*cem), y "^10 se ref iere a una temperatura de 10* 
grados sobre "cero (a la derecha de cero). Realmente, sobre cero 
y bajo cero -son t^rminos mas adecuados a las escalas verticales. 



Esta idea de dlstancla (o de'plintos) a lo. lar^o de iftia recta, 
a ambos jydos de un punto^ijo, se usa con raucha frecuencia. > 
Plensa cuan a menudo habllRos de distancias hacla*la izquierda 
o hacia la derecha, de posiciones al Jiorte-o al sur M un pun to 
dado, de ayjuras sobre o ba jo ^el nivel del mar, -de» longitudes^ 
al este o al oeste, o de tiempos antes o despuds ^le un cierto * 
acontecimiento. Er\ cada una de estas expresiones se su^ieren 
puntos, sltuados en lados opuesto? de un pun to (o nuraero) dado, 
o distancias medidas en direcciones opuestas a partir de un 
pun to ((5 numerq) dado. ^ Todas ellas presuponen elws/de una 
recta numdrioa^que utilice puntos' tanto ,a la izquierda copio a 
la^ derecha del ^rigen.' 

Se ve facilmente la.raanera natural de descrlbir-esa recta 
num^rica. Comenzamos con' la recta -numerlca para los raclonales 
positivoa, ^ue ya hemos utilizado. Con la misma unidad de 
longltud raedlmos luego distaryiias raarcadas a la izquierda de • 
cero, como se muestra a contlnuacion: 



-T -J , ,_ . — , ^ 



Colocamos "l como opuesto'a "^1, en el sentldo de que esta a 1 
unidad a la- izquierda de cero.^ De modo analogo, "2 es opuesto 
a 2, (-jj-) esta situado como qpuesto a ~(^) es opuesto 

a etc. Llamamos numeros negativos a los niimeros "opuestps" 

que^orresponden a puntos cqlpca^dos a la izquierda de cero. .\ 
Todo numero "negativo^ e'sta a la izquierda de cero y corresponde 
al numero positive opuesto./ Esta direccidrt "hacla la izquierda" 

se llama la dlreccidn negatiVa. ' ^ 

Deno tamos los niimeros negativos como ~l, 2*' "(4), 
etc., utllizaindo el guidn en la parte superior izquierda, 
Leeraos "2 domo "'dos^ negative ". Este slmbolo negative " " 
nos dice que el ^umero es merior que cero (esta a la izquierda * 
de cero), Algunas veces recaloaraoa. que un numero es positive 
(mayor que cero) escrlblendo el slmbolo " ''" ." en la parte 
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'1-2 * ♦ 



supSrlflE izqule^ oomo en X % >tc. Habitualmeirte n, lo 
haoemol: a, menos que weramoa subraya^ el oaracter Tpoaltlvo de m 



roiraero. 



L03 nuevos ni5meros que hemos jLntrod^AcldoTpor este procedi- 
mlento son losx^iiSmeros raclonales negatives. ^ Al c6nj^in,tp. que ^ 
-consl.ste en los^xtSmeros raclonales ppsitlvos, los n-^^os ^ . . ' 
raclonales negatives y-.^ n^mero cero, lo llamamos eV <^on junto de 

loS numeros raclonales . * . > . • ^ 

\^ El cojijunto especiitl que consiiste en los enteros |>o!^- 

tivos \{civie antes hemoa llajilad6 slmpl^mente enteros), los entet\>s 
' negatlvos- y cero se llama el conjunto. de los numeros enteros. 

Precuentemente deno tamos ^tal conjunto asl: 
. ■ I ^ (..V, -4, --3, X '1, 0,«1, 2, 5, 4, ..;} . 

OTDserva que el conjunto de los entires consta s6lo de los n^eros 
. naturales, sus opuestos y €Jero. ' . 

Ejemplos del uso de los njjmeros negatlvos ' 
■ LOS numeros negatives son tan reales y utiles, como^los n^^ 

positives que hemes empleade antes.' En ef ecto, los hemes usado 
■ muchas veces sin llamarles n^imeros negatlvos. Son'-de especial 
utllidad para denotar la Idea de "opue^to" o "dlrlgldo en sentldo 
opuesto", como hemes menclonado. ^ ^ 
' " Utlllcemos los numeros positives para denotar distanclas al 
• este de ChlAago", Los numeros negatlvos denotaran distanclas al 
o^ste de Chicago. ^Una recta num^rlca come 'la que sigue ^ 



[eros 



, T 1 «■ ^\ 

I ^ 1 ' 7 ' . ^^^^ w » 



-300 -200 -100 0 +100 +200 +300, +^00 
> Dlstancla desde Chldago, en millas 

puede usarse para-marcar la poaicldn de un aeroplane que yuela de 
este a oeste, pasando sohre Chicago. ^Cdmo Interpretal-las, esta 
recta num^rlca para un aeroplane que ^fla de nerte a sur, pasando 
Bobre Ch^icago? 
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• EL tiempo ,anter±or*y posterior al lanzamlento de un sat^lit^ 
jpueae ser Indlcaio sol)re tuaa recta num^rlcsf como la 'sigulente » 



— r- 

•6. 



-5 



'4 



"3. 
\ 



"2 



I 

*5 



'6 f. 



(Segundos antes del 
l&nzamlento) 



(Segundos despu^s del 
lanzamlento) • 

Obserya que la recta num^rlca que utlllzamos no tiene por 
(|u^ ser slempre horizontal. Si nos^ referlmos a las altitudes 
• s"bbre el^nlvel del mar"^comQ positivas y a las profundidades 
laajo el nivel del mar como negativas, serl^ m^s natural el 
uso de una recta num^rioa vertical. ' " 

"V Tambl^, para representar las 
distancias de norte a sur desde . 
Mayefguez podrlas usar una recta 
vertical., 



"50 



k-^10 



- 0 

- "10 

- "2G 
"30 

- "40 

- "50 



Dlstancia en 
millas desde 
Mayagiiez 



- 5,000 


• \. 


- 4,000 . 




5,000 


> 


- 2^000 




- 1,000 ■ 




- 0 


Altltud en 


-"1,000 


pl§s con . 


-"2,000 


referenda 


-"5,000 


al nlvel 


-"4,000 


del mar 


- "5,000 
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' Las rectas vertical es son mia convenientes Iq^e las horizoi^bal^ 
ipara representar las gananciaff y p^rdidas en* los\negoclos. Una 

' poslcl<5n masv^ta en la recta, corresponde, de* manera natural, a una 
mayor ganancia. En otra clase de problemas puede ^onvenlr mds.una 

^ recffa num^rlca en alguna poslc4.6n que no sea ni horizontal ni » 

vertical. «^ . • • 

. - , - . • • • , «- 

• , 3Jercicios 1-2 » , 

1. Locallza 3ob3?e la recta num^rlca Xos pun'tps que corresponden ,a 
los siguientes nximeros: . , . ♦ • 

(.a)~ "8 • (d). I . . 

' 6) '(}) • ' '-5 ^ - 

To) 4 \ • ' w, -(^) ; .; 

iHay algunos pares de ^'opuestos" en esta li^ta? • 

2. Ditou ja las flechas deteminadas por los siguientes numeros 
raoioneles: 

■ (a) 5 \ I (^) ^ 

(b) -4 . • (a) -if). 

(c) ^5.5 • (f) 1^ ' 

5. ■i.Dlspdn en^'el orden en que aparecerlan sobre la recta num^rica, 
los siguientes n\5merQSt "4, p '(if)* 6, ;(^) y if. 
iCual es el mayor? iCudl es el menor? " 
4. ,iC6rao podrias' representar por medio de niimeros positives y 
negatives las siguientes cantidades? 

(a) Una ganancia de ^^^OOpi una p^rdida de 46,000., 

(b) Una altitud de 100 pies- sobre el nivel del mar; una 
*profundidad de 50 pies bajo el nivel del mar. 

(c) Un retrocdso de .'15 yardasj un avance <^e 10 yardas. 

(d) Una distancia d6 2 millas hacia el estej una distancia 
* ■ ^ de 4 millas hacia. el oeste. 

5., El tablero de control de los ascensores de una casa comercial 
indica los pisos > 2, B 1, G, 1,- 2 y 3. G se'-refiere a la 
plajil^a baja, y B 1, B 2 a los sdtanos. iCdmo puedes usar 
lop numeros posilsivos y negatives para designar esos pisos? 



. • Go 
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6. Dlbuja una recta ngm^lca para indicar las altitudes desde 
~ 1,000 pies hasta '^l 0,000 pies^, utllizando Intervalos ,de 
1,000 ples% Locallza las altitudes de "SoO'pies,- '**100 * 



pies, 2,500 pies y ""500 pies. 



1-3. Adlcl(5n de niMero s raclonales * ' ; ^ * 

; ~ " "" " ' • » ♦ 

Hemds visto que sobre la recta num^rlca se repr^senta facil 

mente la adicidn de dos nxjmeros positives. " Para ref res csa? Ij^ 

.mgmoria",. trata de obtdner las sumas 2 + , J + 2 y 1 + 7 ' 

Bobre la recta hum^riea. La suma ^ + 2 sfe' i»epreSenta eobre 

la recta nttmdrlca por un .punto sitnado 2 unlda'des m^s alia -de 

4 (d 4 unidad'es mas alia de 2, pues da lo.miemo oomenzar 

con uno u otro n\imero), Observa que cusuido sumamos ij[n nuraero * 

positivo a otro niSoniero positlvo, nos raoveraos siempr© hacla la 

derecha (en "la dir^ccidn positiva) a lo largo de la recta 

num^rica. Describimo^ este prooedlmiento de adicidn diciendo ' 

que *para sumar 2 -y 4, partimos de 4 y nos movemos .2 

"uhidadea hacla la de5»echa,*d 2 unidades en la dlreccion- 

positiva. Hemos visto que una inanera conv^niente d| representar 

este mdtQdo de sumar es usar flechas (segmentos de r«<jta 

dirigidos)- de longltud aproplada. Entonces, la, suma jl^ + 2 

corresponde a la slgulente figura: 



4*2 



I I I' I" I - I " "I ■ I I I — rr—i — 
O « 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
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Pdra in^agiftar ei movlmlento de"^ 0 a' 4, dibujamos el segmento. 
dirigidp carr^spbndierite sl'-J^*' Luego, coi^enzando en 4, dibu Jamas 
'el segmentd dirigldo de longltud .^2, correspondiente a 2. De esta 
maner^ encqntramos una ^lecha de longltud 6, correspondiente a 

Volvamos aho,ra a'nUestra'construcci6n de los numerbs negatlvos 
en la r^6ta numerica. Requerda que "2 es el ^opuesto de 2.^ 
\Decir que ~2 es el opuesto de 2* slgnlflca que "2 esta- a la ^ 
ml^a dlstancia-de oero que** 2,, perq '^n la direcci^n negatJ^a, , 
cpmo se ipuestra a continuacion : * . .. 



1 1 \-r — 1 • 

■ "2 0.2 

La flecha asoclada a "2 tlene 2 unldades <^e longltud y especi- 
fica la direccldn negativa mediarvbe la saeta de su extremo, como 
se ve en la flgura. iCdmo dlbujarlas "4, "(-g-), "3, y *'(^)? 

Observacldn. . Muchas veces basta indicar la posicidn apTOXiraada 
■» de. los niimeros sobre la recta nura^rlca, para comsJarar sus 
poslciones relativas. En tales casos se neceslta^solo un 
dibujo aproximado, y no estan Justlflcadas las medlclones 
Guldadosas de longitudes. Estos dibujos aproxim^dos se 
llaman croquis o-esquemas. 
> l^u6 signif*carla la suma 5 +U"3)? Utilizando las flechas 
dirigidas, ^odemos encontrar el pun to que corresponde a 5 + ( 3) 
partiendo de 0, movl^ndonos 5 unidadeis en la direccl6n po^itiva 
y luego 3 unidades en la*xlireccidn negativa (opuesta). Entonces, 
5 + (""3) = 2, como se ve en el slguiente esquemas 
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En este caso, se asocia ~5 a una flecha de 3 unidades de 
loftgl'tud en la direccldn negatlva. Para sumar "3 y 
basta dlbujar la flj^cha para "3 partl«n«o de 5 (es'* decl-r/ 
partlendo del extremo de la -flecha 'que corresponde a ^5). 

Para sumar 3 y dibuja un cro^uls como el felguiente : 

-4 • ^* ^ 



H 1- 



4 



. 3 , 



■+ \ rH- f 1 h 

12 3 4 5 6 



Entonces, 3 + ("4) = "i, 'Hal la la suma 2 -j- ("5) de la misraa 
raanera, * . 

Con3ide3*a ahora la suma (~2) '+ (""4)/ en que las dos 
flechas correspondlentes a los sumandos est^ en'^la direccidn 
L. En el esquema vemos que + ('4) = "6. ^ 



nega^iva 



4 








"4 







-I 



-I — + 1 y. 



De la raDsma raanera, hall a ,1 as sumarf 4- {"Z), (~i) + ("6) 

y ("6) + +2. . • ■ . 

• Una propledad de interns especial se ra'anlfilesta con la suma 
(-2) + +2. • . . 



♦ 2 



"2 



-I- 
0 



+ 2 
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Eni"^ste caso, "2 corresponde a una flecfia cJe longitud 2 unidades 
en la direccl<$n negativa. La suma de "2 y '*"2 corresponde a los 
, movimientos siguientes: 2 unidades ^acia la Izqulerda de- cero y 
2 unidades de regreso a 0. Entonces ("2) +2*0. Comprueba 
que ("1) + l/= 0, 5 + ("3) = 0 y ("8) +8=0. . 

Medlante ^1 uso de la: i»ec1ik num^rica vemo4 que la adicidn de 
numeros, sean positives io nega^tivos, es -realmeate rauy simply. Para 
efectuar la j^peracidn, necesitajomos solamente* tener presente la ' 
posicion de los nxitneros sobre la recta. Vemos. que,; 

• Si ambos numei?os son positives, la suma es positiva, 

como en "^5 + "*"3 = "^8; 

y si ambos numeros son negatives, ia surnames negativa, 

como en " (~5) + = "8. i-* ' . 

SI, tin numero, es posltlvo y el otro ^^s negatlvo^ el niimepo 
m|Ls lejano del orlgen es el que determlna si la suma $s * 
positiva o negativa* 

Pop ejemplo: - 
En {"3)^^3 ^ ""2 

la suma es" negativa porque ^ "5, urr numero --mas ie Jano ^ 
+ 

de cero que 3, es ^tiegativo* 

En +5 + (^3) ^^Z\ . 

* Q.a suma es positiva, porque que esta mas lejos de 

cero' que "3, es p^ositivo. ' ^ . . 

* 

Otra manera de decir lo mismo es: la flecha mas larga deter- 
miria si la suma es positiva o negatijva,, En efecto, esta regia 
tambi^n se aplica en el caso en que ambos numeros son positives y 
en el caso en que H^bos son negatives* Observa que en casos como 
(72) + 2 y 3 + (^3)# ISs flechas tienen igual longitud pero 
dlrecciones opuestas* En tales casos ^ suma sera cero* 
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1* 



2. 



I ; \ EJ^rololcLS A '■3b. * • ' 

Halla'las sumas ique slsuen,y'"usa ^lechas sobre la recta 
>num^ra.ca para ditjujar los croq}als^ correspondlferites. ' 

(b) 10 +'(-7)' .^v Wrr-ill^ V 

(c) (^) + 11 . if) 3:+ r'11) - ■ ■ * . 

A fin de que cada proposleldn res:ulte xer^adera^ escribe 
los\nuinerQs'*que faltan en cada" \im de ^as slgui^ntes 
expreslonesr -^^^ * , • * ^ 



(a) 3 + (-5) - ( . ) 

(t>) ( }.+ ("if =^-0 

(cr +6 + ( ) = 0 

(a) (-75) + 7^=^( ) 



,(e) 

(g) 
(h) 



/4) 0, . 

14 + (-2) ) , 

("0. 45) 4- 0.45 - ( ). 



.5. 



Deterralna la suma en cada und de los slgulentes ejerclcios: 

(a)* 25 + ("6) . (d) ^("20) + (?10> 

(to) ("5)' + ("7) - (e) 17'+ (•"25) 

{^) ("8/ + 5 ' , (f) j;^^ 9 ' 

Escribe uri mmero en ^ada uno- 
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Una con^afila infowna sobre sua Ingreaos durante los sels' 
pi»imero3 meses de un aiio, de la slguieiite manera: X ■ 

^Enero, ..^S*'^ ' ^® utllidad. . aWiI, :f 1,000 de utilldad. 
^hrero, ^^,000. de uUlidad. Mayo, . ^h,000 de p4rdlda.\ 
Mar'zo, :|}$>000 ,>de p^rdida. Junio, , de p^rdida. 

(a) iCdmo podrias expreascr estos Ingresos mediante numerog 
positives y negatlv6s? ^ ^- ^ ■ . • 

(b) .iCual'es el Ingreso total 'durante el perlodo de los'sels 

meses? * . , ^ 

(q). iCudl -^s el Ingreso total durante los tres prlraeros meses 

/ del afto^ ' ' • ^ 

(d) iCual es el Ingreso total durante el cuatrimestre que 

comprende marzo, abril, mayd y Junlo? 
Un -Joven rema aguas.arrlba a^una velocidad de 4 millas po0^ 
hora. ' mi rlo cuya corriente tiene una veiooidad de 2 
mlll.as por hora. , ' * 

(a) iCdmo puedes utlllzar lot numeros pQsltivos y negatives 
* . para representar esas velocldades? 

(b) i<^6 representarla su Nelocidad real aguas arrlba?. * 
En cuatro Jugadas siJipeslvas^ pltrtiendo de la llnea de 20 • 
yak^das en su proplo territorio, el equipo de futbol de la; 
Escuela Pranklln hace • - ■ 

•un avajice de. 17 yardas, despues 
un retroceso d^e 6 yard as, luego 
un;avance de 11 yardas, y flnalmente ^ 
un retroceso de 5 yardas* 

(a) Representa loS avances y retrocesos mediante numeros 
posltivos y negatives* 

(b) iDonde esta la ^elota despuds de la cuarta Jugada? 

(c) iOubX es ei^avance neto despues de las oiatro Jugadas? 



8. ^ Un aeroplano que viaja a 13,000 pl^s de altltud sube prlmero 

5,000 pies y baja luego 3>000 pies. • » 

(a) Representa la altitud final del aeroplane coino siima de 
I mameros posltlvps y negatives. . . 

(b) iCual. es la altitud del aeroplane despues de la bajada"? 

9. (a) Imagiria una manera de ^representar el producto 3 ("2) 

por medio de flechas dibujadas sobre la recta numerical 
* Haz lo mismo en los sigulentes ejerclcios: 

, 2 . / . " : 

Elementoa Inversos Veapecto de la adlclon 

Recuerda que ^2 + (*^2) = 0* '£sta proposlclon dice qtae 
"2 es el^'numero que, ' siamado a "^2, da oero, Hemoe via to en 
el Volumen I qute Q es el elemento neutral para la adicion* 
I)o3 numeros cualesquiera cuya suma es 0 se llamap elemento s 
inversos respecto de la adicion. En consecuenela, 2 es el 
eleiriento inverso respecto de la, adicion correspondiente a '^2. 
Llamamos a ""2 ^el inverso adltivo de *2, De Igual modo, ^2 
es el Inverso aditivo de y se dice que "^2 ^2 son 

inverses aditivos. 

♦ c 

^ % ' . EJercicios de ^ clase i-3a 

*1. Jialla el inverso aditivo de cada uno de los numeros que 
siguen^ - ^ \, ' ^ 

; T, >"9, 11, "12, "6, 15, "20; 0, -(|), |, 1^ 

2, ^Cuales de los siguientes. pares son Inversos aditivos? 

(a) '*"20, +20 (c) 0.5, "(^) 

- (b) ""5, '5 \^ ' ■ (d) "4), I , 
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Sobr^ la recta iraUi^rica voonios que pualquler rwioaero y ijriverao 
aditivo est^ representados por f lechas de la misma loiigdCt'ucl y en 
' dlrecciones bpuestas, coioo se indlca en el esqwema para "**2 ^ ""2, 



Sl^se suman estas flechas" "opuestas" de Igual longltud, se 
obtleaie siempre cero.* . Para sumar '*'2 T "2, imaglnamos un movl- 
mlento de 2* unldades desde cero en la dlrecQitSn negatlva, y 
luego 2 unldades de regreso^ en 'la direccldn posltlva. Xos' dos 
movlmientos son uno opuesto del otro y nos vuelven al .puntp de 
partida. Los movlmientos desctltos son realmente "Inversos" uno 
del otro^ pues cuando s'^aHac^e el uno al otro^ el resultado final 
e9 , 0. La reQta num^idca proporclona^ pues^ una Imagen geom^trlca 
del algnlficado de, Icfe Inversos adltlvosj la .suma de dos flechas 
(movlmientos) de* Igual longltud y opuestas es cero* * 

En la adlcidn de un nilmero^posltivo y un ntJmero negatlvo 
hemos notado que la flecha mas larga detemlna^sl la suma es 
posltlva o negativa. £a longitud de la flecha de la suma puede 
obtenerse en la flgura de los inversos adltlvos. 
la suma^ ^ 5* + ("~2) = 5 .podemos' escrlbir 

5 + (^2) - 3 * 2 4- <^2) 

* # 

introduclendo la Inversa aditiva de la* flecha mas corta* Entonces, 
oomo 2 + (^2) = 0^ tenemos * ^ • 

• • ' 5 + ("2) = 3 + 2-+ ("2) = 5 + 0 = 3, 

Observa que la otr a flecha de las dos que componen 5^ representa 
la suma 3* * ^ 



Por ejemplo, en 



-3 -2 
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Este procedljniento e,s general, como lo ilustran loa 
slgulentes ejemplos: - ' . 

8 + Ct) >= 1 + 7 +. ( "7) - 1 + 0 = 1^ 

(■■.8) + 7 = ("1) + ("7). + 7= C;!) + 0 = '■I * 

19 + ("26) = 19 + ("19) + ("7) - C> + ('7) = ."7 
En cada caso, la adicldn de inverses adltlvos da cero, el 
niSpiero qtie queda es*la soima* * * * 

* ^ ' EJerclclos de olase 1-;?b ^ , ^ 

1. Dibuja las flechas correspondlentes a^ foa ndi|eros d^ los tre? 
ejemplos anterlores. En oada caso, detemlna la^f}.echa 
corre^pondlente a la sma* v . 

2u ^ Ef ectila las adiciones qiae slguen, Introdiioiehdo la inversa 
adltiva de la flecha mas corta, y dlbwja la operacidn sobre 
la recta ntim^rlca. 

(a) 10 + (-5) • ' (c)- ("^) +3 

(b) 8 + ("6) * ^ (d) (~15) +9 * ^ ;. 

. Ejerclcios 1-31^ . u ' 

U Completa las sigulentes expreslones: ♦ 

(aj 10 + (-7) » ( ) + 7 + (^7) ■ . • ^ 

(b) (."14) + 54 = ("14*) + 14 + (-nO 

(c) . 12 + ("14) = 12 + ( ) + ("2) 

(d) - 23 + ("18) = ( ) + ( ) + ("18) 

(e) (-3^$) + 20=( )-H( )+.20 . .->^ 

2. Usando el lAverso aditlvo, efectila las suraas que slguen. 
EJemplo . . 28 + ("20) 8 + 20 + ("20) =^8 + 0=8 

(a) 42 + ("12) (d) 6 + ("17) ' 

.(b) ("T2)+. 8 ' • (e) 344 + (;i40) 

(c) + 35 (f) '('172^ + 96 



30 



ERIC , 



V 



3, . .Indica -si cadia ma de las sumas que siguen va a>e3ultar 
posltlva o 'ne'gatlya. 



EJemplo.« * ("172) + 57 >negativa* 


3> 


U) 26 + ("24) 


. (h) 




(b) 72 + ("92) 


(i) 






(1) 


('"0. 152) + 0.0152, 




>) 


("5. 172) + 5. 1724 


• (e) 1,456,312 + 1^1,456,510) 


■ .(1) 


0.0012 + (~9) 


■(f) 1+ ■(!) . ,\ ■ 


(m) . 


0.025) + 5r . 


(s) "({f) +0.75 


(n^ 





4. SI sabemos que "**5 > '"17, ^eg verdadera o falsa' la- slgliiente 
proposlcldn: "La suma de un nilmepo posltlvo y un Mrnero 
negative' slempre tiene el slgno del mayor n\Smer6"?v. Explica 
tu respiaesta. ^ 

5. La sxtiaa de numero posltlvo y xm n"dmero negative es cero 
^ ciaando ^ » 

1-4* Goo3?denadas ^ i 
Coord enadas sobre una recta ' . " 

Con^lderemos la recta num^rlca desde un punto de vista 
dlferente, Como hemes vlsto-^*^ slempre se puede aseclar un nxJmero 
racional con un punto de la-'re^ta, ^ *E1 ntSn^ero asocla^o de esta 
* manera con un punto de la re-cta se llama coordenada del punto* 
En la prdxlma figura, el numero ceijo se asocl^t con el punto de 
referenda llamado orlgen* 



1-4. , . -23- • - . 

El pvinto A se .denbta con el numero . y el punto B , con 
el numero "2. Escrlbiinoa, aC^J) para indl car que A es" 
el punto de ^ coordenada ^5. Del mlsmo modo, slgniflca 
"que B es el punto de coordenada "2 sobre la recta. , > 

Recuerda que todo numero raclonal positivb se asocla con 
un punto de la semlrre,cta pbsltiva. A 'todo n\5mero raclonal 
negativple corresponde tin punto sobre la semlrrecta hegatlva* 
^ La coordenada que hemos aslgnado a un punto de esta manera^ 
nos da dos Inf ormaclones : la dlstancia- del origen al punto, 

*y dlrecolon del* origen . al punto. - . * 

- - ♦ , 

EJerclclos j^-tfa ^ \ 

1, Dlbuja un segmento de recta numerloa de S.pulgadas de 
longitude Marca pun^os con separaclones de una pulgada 

y coloca el origen en el punto medio del segmento, Sobre 
la recta, .fija los siguientes puntos: 

• A(^1); B(|), CCD, T(0), ^(-2). 

2. ^ (a) En- el problema ,1, iq'u^ clistancrla ,hay, en pulgadas, 

entre el punto inal*cado con y y el punto marcado 
. con L? e * , , i 

(b) iQsai dlstancia hay entre P y B? / 

(c) iQxx6 dlstancia hay entre L y B? . 

(d) iQu^ dlstancia hay del orig!^ a A? 

5. Utilizando una recta num^rica con una pulgada como unldad 
de longitud, marca los puntos sigulentes: * ^ 

; R(j)/s(|),. d(-(|)), f(o), e(|). ' 

k. Si el segmento* dl recta del problema 3 fuera una carretera 
y se la dibujara^ a una.escala tal que 1 pulgada ^represente 
1 mllla, 6qu4 diateoicia en^millas habria entre los .siguientes 
puntps de la carretera^' 

.(a) iP y R . . (b) D y^ E 




5." Dibuja'^una recta num^rica en posiclon vertical en vez de 
horizontal. Marca tu escalU num^rlca con n\lmeros positives 
t^ por enclma del orlgen y negativos deba^o* del brlgen. Marca 
los puntoB que corresponden a los* n^Jotieros raclonales 0, 
3,..'1, "2, "3 y "4. ^ . ' , 

Coordenadas en el piano • 

Del trabajo prevlo que has hecho en e], presente capltulo, se 
deduce, que las rectas num^ricas pueden dibujarse tanto vertical 
como "horizontalmente. 

V Has aprendldo que una coordenada locallza un punto sobre la 
repta num^rlca. VtJn punto" tal como S en 1^ flgura'^'que slgue, no 
estd Boire la recta num^rica y no puede ser indlvldualizado por 
una sola coordenada. Sin embargo, vemos que S esta exactamente 
enclma del punto A(**"3). Para locali^ar el" punto S, dibuja una- 



•In 



6 



"2 '"1 



— « 1 • 

6 +1 



+2 +3 +4 +5 +5 



recta num^rlca vertical, perpendicular aJLa recta num^rlca hori- 
zontal y de manera que se intersequen en sus orlgenes. Thi" dlbi;\jo 
debe payecerse al sigulente; .. . 

Y 



3 

a-- 



•s 



• V- 



"5- 



"4' 
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l;a recta, num^rica horizontal se ll^a eje de las absclsas o 
eje X 0 HjiSSE S!£ y la recta n^a^rlca v^rtlcai se ,ljama 
eJe de las ordenadas o eje o segundo eje ^ Cuando nos 



referimos a ambas rectas, las llamamo.s ejeQ coordenados o 
simplemente ejes^ 

X^^^Jjp^a determinar las coord enadas del pun to traza desde 
el punto S un segmento de recta perpendic\;ij.ar, al eJe X en 

S, -una perpendicular al> eje Y que lo 
2* Se dise que el, punto S 
5 o una coordenada 5 ' se^n- X, y una ordenada 
coordenada 2 seg\5n Y, Iq que se escribe ("^5, 2).- Usamos 
par^nt^sis siempre escriblmos' la abscisa antes que la ordenada"* 

Observa cdmo se han sltuado las coordenadas de>los puntos 
A, B, C y D en el dlagijama sigulente: 

■ r 



|. Luego traza desde 
inteijseca en*^ ^ 

o una coordenada 



t;l^ne una abscisa 
2 o una ^ 



crs-i) 



+4 +5 



H 

-2+ ioc^arz) 

"4+ 



Entonces P(x, y) representa al punto P en t^rminos de ' 
sus coordenadas. Esto se puede repe^tir para todo punto del 
piano* Este sisteraa de coordenadas se llama sistema rectangular 
porque los ejes foiroan angulos rectos y las distancias de los 
puntos a los eJes se mi den a lo largo de las perpendlculares 
( 
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bajadas desde los puntos a los eje.s. A todo jE>ar ordenado de 
ni5meros racionales le corresponde uh punto en ^1 piano coordenado. 
Al lugar eh que esti colpcado el punto con reapecto a los ejes X 
e Y *se le llama maJoa o traza del punto, - : 

La idea de slstema coordenado no te.es nueva* Cuando localizas 
vn punto sobre la superficie de la tierra, lo haces deteminando su 
longltud y su latltud* Obsysrva que el orden en que escribes estos 
Tiumeros es imgprtante. Por ejemplo^ suponte que tlenes la longitud 
y la latitud de la ciudad^ donde vives., y aocldentalmente cambias 
los nxlmeros entre si. Es posible qufe resulte la ciudad 'en medio 
del oc^ano; ' . - 

Imaglnate que escribes a un araigo para a^udarlo a localizar * 
cierto lugar en una ciudad en que las manzanas de casas son re c- 
tangulare^fe (las calles estan en angulos rectos unas respecto de 
otras)* Le* Indicas (^ue d^be partlr del centro de la ciudad, 
caminar 5 cuadras hacla'el este y luego Z hacia el norte (mira 
la figura), ^Serla lo mismo decirle que camine 2 cuadras hacia 
el este y luego 3 hacia el nort^? iNaturalmente que nol ^ lYes 
por que se debe teneir mucho cuidadb al escribir un par de coctrdena- 
das? 

N (E2.N3) * * 



■ . ^ EJerolcios 1-4b 

1. Dado el con;Jvntp que. slgue de pare^ ordenados de niSmeros- 

. racionales, locallza los puntbs del piano correspQndientes 
a esos pares; - . . 
{(4; 1), (1, 0), (0,, 1), (2, 4), (4, 4), ^ 
. ■ (-1, '1), ("J, 5), *(4, -5), rs, 5), (0,^ :5), (-6, 0)} 

2. Traza en papel cuadriculado \in par de ^'jes y dales nomljre. 
*' Localiza los puntos de los conjimtos slguientea, marcando 

cada pynto con bus coordenadas, " B^plea un par de ejes 
-diferentes para cada^ con Junto. 

. "« Conjunto A= H6, "5), ("7, '0, (^^, *7^, (5r "O, ("8, 10), 
; .. ^ • , * . (0, C), ("1, "-I), (4, 3)) . 

ConJ«nto 'B='{(1,M), (6, ^5), ("3, '3)/ (4, '*io)/r9, " "6), 

("8,, 0), {b, -5), ("2, "51) , . 

.3. ^ (a) Marca los puntos del slguiente conjunto : • . . 

c« [(o, 0), ("1, o)/(+i, 0), ^.ra, 0), (+2, 0), 

' *. . .(■"5, 0), ("^3*^)3 ' * 

' (b). iTe parece que todos los puntos indicados en el conjunto 
C est^ sobre una misma recta? , 
' (c) iQu^ observas acerca de la ordenada de cada uno de esos 
puntos ? * . 

(d) iHay algun punto de esa recta para ^1 cual la ordenada 
es dlferente de cero? 
4.) (a) Marca los puntos del sigliiente conjunto: ^ 

,p= t(0,,0), {Oy -1), (0; +1), (0, -2), (o/+2j, 

• ■ (0, "3), (0, "^3)} • ; 

(b) ^Te parece que todoa los puntos indicados en ^1 con- 
junto D esl/an sobre una misma recta? 

(c) iGiu^ fobservas acerca de la absqlsa de cada uno de esos. 

^ puntos? ^ ^ , 

(d) ^Hay algiin punto de esa Vecta cuya absclsa ea dlferente 
^ de cero? 

iHas observado que los semiplanos que estan por enclraa y 
. por debajo del eje X int'ersecan a los semiplanos de la derecha 
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y dQ la IzQuierda* del eje Y? Estas Ihtersecciones se llaman 
• cuadrantea y se numeran en direccidn contrarla al movimiento de 
las agu Jas del reloj comenzando con el cuadrante I en la Inter- 
3eccl6n del semiplaho^superior del eje X *con el semiplano de la 
derecha del«eje Y. Este cuadrante no Incluye los puntos del eje 
posltivo de las abscisaa ni los puntos del ^Je posiMvo de las 
p'rdenadas nl el orlgen, ^ ' ' ^ 



r«).K3) 



{"•"lO. 10) 




(iprio) 



Los puntos del conjunto intersecclon de e.stos dos semlplanos 
estan^en el primer cuadrante o cua(|rante I* La Interseccidn del 
semiplan® superior del e;Je de las abscisas con* el semiplanp que 
esta a la izquierda del eje de^las ordenadas es el cuadrante II. 
El cuadrante III es la Intersecclon del semiplano inferior del 
eje de las abscisas con el semiplano que esta a la Izqulerda del 
eje de las ordenadas* El cuadrante IV es la interseccion ^lel 
semiplano inferior del eje de las abslcsas con el semiplano que 
esta a la derecha del eje de las 'ordenadas, Observa que los e jes 
coordenaJ^i^s no forman "parte de ningun cuadrante. 
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Los numeros de los pares ordenados puedQji ser positivos, 
negatives o cero, como has visto en los ejercicios. Amtos niimeros 
de un par pueden ser posltivos, o negatives, uno puede ser posi- 
tive, y otro /legativo, uno puede sei? cero o ambos pueden ser cero», 

Ejerolcios de clase 1-4 
.1. .Dados los pares ordenados que siguen, escribe el numero del' 
<• cuadrante en gl cual esta el punto representado por e^da par 
ordenadb. 



(a 

(c 
(d 



.{a 
(b 
(c 



Bares o^^denados 
(a) (3, .5) 



Cuadrante 



(c) 
(d) 
(e) 
(f) 
(g') 



(8, 6) 

(T, "D 
(~5, "5) 



Si arabos ntSmeros del par ordenado de coordenadas son 
posltivos, el punto esta en cuadrante , / 

SI ambos numeros del par^ordenado de coordenadas son 

negatives, ^1 punto esta en el ^cuadrante ^. 

SI la absclSa de un -par ordenado es negatlva y<la 
ordemda es posltlva, el punto est'a en el cuadrante 



Si la absclsa d^ un par ordenado es positive y la 
ordenada es^ negatlva) el punto esta en el *cuadrante 



Si la absclsa de un par ordenado es^ cero y la ordenada ^ 
no e£ cero, ^ddnde esta el punto? 

Si la absclsa de un par ordenado no es^ cero y la ordenada 
es cero, ^donde esta el punto? 

Si ambas coordenadas de un par ordenado son cero, ^donde 
esta punto?* ^ 
Los puntos que estan sobre el eje de las absclsas o sobre 
el; eje las ordenadas no estan en nir^guno de los cuatro 
cuadrantes* i^or que no? 
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1. (a) Marca los puntos del con^unto L = {A("^2, "•'l), 'b(^2, '*"3)3. 
■(b) TJtilizia una regla reetllinea para uriir A con, B. Pro- 

longa el aegraento de recta SB". 
(<i) iTe parece que la recta AB es ^paraleia a alguno de los 
ejes? 

2. (a) Marca los pMntos del con^unto U = [aC^2/ "*'3), BC^'s, "^3)3. 

(b) Utlllza una regla rectlllnea para tinir A con B. Pro- 
, longa el" segment o de recta- 5E". 

(cV iTe parece que la recta 'M es paralela a algunp de los 
> ejes? ' 

3. (a) Marca los puntos del. conjunto > N= {A(0, 0), BC*"?^ "''3)3. " 
{b) "Uije A con B. ' frolonga el segmento de recta aH, 

(c) ^Es la recta paralela-a alguno de- los ejes? 

4. (a). Marca los puntos del conjunto P= (aC^^, "^4), B(.'^2, O)}. 

(b) ^ Une A con B. Prolonga el segmento de recta 

(c) Marca los puntos x3el conjunto Q = CC("^6, D(0, "^T)). 

(d) Une C con D. Prolonga el segmento '^5e rect^ "^JIJ. 

(e) iCual es el conjunto interseccidn de las reotas S v 
CD? . A • 

5. (a) Marca los puntos del conjunto R = {A(0, 0), B("^6, 0)., 

C{ 3, 4)) en el piano coordenado. 

(b) Utiliza \ana regla reetillnea para iinlr A con ^ B, B con 

y C con A. w 

(c) lEa este trlangulo escaleno. Isosceles o equllatero? 

6. (a), Marca los puntos del conjunto S= {A("*""2, "'"l), B("2, 

C(.>, -3), DC*-2, -3)). ' ^ . 

."(b) Utlliza una regl§ rectlllnea para unir A . con B, B con 
C, C con' D, y D con ' A. ^ 

(c) lEa la flgura un cu&drado? 

(d) Dibuja las dlagonales de la^ flgura. 

(e) Las coordenadas del punto de inters ecclon de las 



<5lagonales 



parecen ser 



7. (a) Marca los puntos del conjunto T = [kX^2, "'"1), B('*"3, "^3), 
c(-2, +3), r»("3, ■*'i)3. 
■■* ih) Utlliza una regla rectlllnea para undj? A con B, B con 
C, C . con D, y D con A. 
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(c) ^Cudl es ei nombre del cuaarllatero formaclo? 

(d) Traza las dlagonalesdel ouadril£tero ABGD, 

(er) 'Parecen ser ' las coordens^das del pun to de 

interseceidn de las diagonales. • 



1-5. Graflcas . . - . ^ . 

Conslderemos' el 'conjunto <le puntos cuyaa, coordenadas (x, y). 
satlsfacen esta condicion; 

' <• ' ■ y = X • ■ " ' 
» ■ Bibuja un par de eje§ coordenados y dales nombre .s Xocallza 
Ips slgulentes puntos: (O', "0), (5, 5)* (T^, "2) y 

( "k, "4) ." La condic±6n y =* x ' es satisfecha por cada uno de 
estos puntos porque en cada caso la absclsa es Igual a la » 
ordenada. iPuedes 4iallar otro puhto del piano, cuy as •abscisa y \ 
ordenada sean iguales? 

SX hBiB marcado correctamente los puntos de la llsta anterior^ 
podras trazar una recta que los contlene^ la que tambl^n conti^ene 
otrog ptuntos para^los. euatles y ^ x. v • * 
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„ iHay.' aljg^fe j?mtLo^ recta njuya ordenada sea d^ferente, 

de au aTbscisa? Iia graflca del canjimto de puntos descrito por la 
condicldri y » x es la recta que p«£sa pbr el orlgen, se extlende. 
por los cuadrantes I y III, y foma -djagulos de Igual iftedida con 
los eje.s coordenados. . • * . 

E.jerclclos de clage 1 -5 

■ ' , ■' » ♦ " 

P^a e^tos 
ejerclclos,. usa 
la fllgura de la 
derecha. 
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I. Acabamos de ver que \ma recta contlene todos los puntos que 
satlsfacen la condlcldn -y = 3f.'/ Cons^deremos ahdra la condl- 
clon y El pdr^brdenado (3", 5) 'satiaf ace ,egta ooiuJi- 

. Qi^. iQu^ letra lo designa erx la* f Igura? Otro par ordenado 
que satisface l^'condlcidn y > x es ("1, 4). iQu^ Tetra 
deSigna'este punto eri la f Igura? Algunoa otros pares que 
.satlsfacen esa condlclon son: (l, 2), (4, 6), ("4, 0), (O, 6> 
y ("6, 6). iQu^ letras se han erapleado paTa designar esos . 

«•'■'•« ^ '_ ' , . 



2« » Hast a ahora* todos 'los' pimtos cuyos pares orde.nado3 satisfacen 
la cont^icign y > x pareeen estar colcJcados enciraa >de la 
recta. ^ Itebe'remos tambl^n examlnar ias coordenadas de los 
H y R, pues tambi^n estan enclma de la recta, ' 
~4) d (~4, "t)^'^ par ordenado designado con H?' 
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,^aturalmente, dices que es ("4, "2). No olvides que esto 
slgnifiea\jc = "4 e . y * "2. 6Satlsfacen est})s valorea la 
cpndid^n y > x? Verifica* si los puntos C y R 
"pertenecen" a la. condlcldn y > x. ' ^Hay alguna dlf erencia 
ehtre la condlcl^n y .> x,^ la condloldn x < y? 
>. Debes recordar que una recta^n un piano detemlna dos semi- • 
pianos, iC6m0 se puede usar esta Idea para descrlblr el 
conjunto de puntos cuyas coordenadas satlsfaceri la condicldn 
y > X? ' :* * 

ifidnde estan^los puntos cuyas coordenadas satlsfacen y < x? 
GdmprueTDa raarcando mentalmente los puntos correspondlentes a 
los |?ares ordenados (l, "3), (^^-. 1), (2, 0), ("5, "2) y . 
(^t 7). iEncuentras que todos estos puntos estan en el 
semlplano por deba jo de la recta? 
5. 6l>dnde estan los puntos cuyas coordenadtas satlsfacen x > y? 
^Estan los puntos cuyas coordenadas satlsfacen x = y en » . 
alguno de los semlplano^ determlnados por esta redta? Ej^pllca 
tu respuesta. • 

Consldera. la_,condlci6n y = 4, que se satlsf ace para los 
pares ordenados: ;(2, 4), (5,^4), ("2, 4), t?, 4) y ("4, 4). 
La condicldn se satlsf ace para eualquler par ordenado cuya 
ordenada es 4, *lndependlentemente del valor de su absclsa. 

La graflca del conjunto de puntps descrlto por la condlcl<5n 
y = 4 es una recta paralela al eje de las absclsas, 4 unldades 
por enclma de ^ste. 
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CoJaalderemos ahora las slgulentes condlclones : 



M y. > ^ 



(b) y<4 
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. En el diagrama (a), la recta Jl ea la graf lea- del con jwito - 
de puntos descrito por la' condiclcSn y ^ 4. iDescribe la condlcldn 
y « . 4 al par ordenado (E, 6)? Como la ordenada de este par 
brdenado es mayor que 4, lo describe la *condlcl<5n y > 4. iHay 
otr63 pvugitos del piano cuyas ordenadas son mayores. que 4? 
Locallza dos puntos mas, K y M, cuyas ordenadas sean mayores 
que 4. iEsf^n estos puntos por enclma de la recta Si, estan • 

en la regldn somb#eada, que es uno de los sejnlplanos determinados 
por la recta y = 4.. * . ' ' * 

La graflca del con Junto de puntos descrito, por la coridicidn 
y > 4 estd. eri el semlplino superior de la recta paralela al eje 
de las absclsas, y 4 unidades por enclma de este eje. La recta ^ 
no es -parte de la gBaf lea. ' , . 

. 'En la pdrte sombreada del diagrama (b) estan los puntos que 
satisfacen la condlcion 'y < 4. Locallza^el pun to (2; l) en esa 
regidn, Como su ordenada es 'menor que' 4, lo describe la condlcion 
y < 4, Locallza en el piano 'otros puntos de ordenadas menores 
que 4. iEstan esos puntos en el semiplano Inferior de la ^ecta J? 
Toma otros puntos del seralplanb inferior determinado por ,1a recta A 



para ver si satlsf acen la condicl<5n y < 4, 

La graflca del conjvinto de*" puntos descrito por la condiclon 
y < 4 esta. en el semiplano inferior deterrainado por la recta 
paralela al e de las absclsas y sltuada 4 iinldades mis arj*ib|i 
de este e;Je. - 



EJerclcloa • 
U Dlbuja la graflca del con Junto de puntos detertplnado por 
cada una de las condlclones que Indlcan a continuacldn* 
' Usa ejes de coprdenadas dlferentes para cada grafica, 

M y - ^2 ' (g) X - ^3 

(b) y >^"^2 ' ' . (h) X > "5 

(c) y < "^2 " (1) X < "^3 

id) X - 3 (j) y « :"2 • - 

(e) X > 3 . ^ (k) y > . ^ 

\ (f) X < 3 ^ * ^ (1) y < ^2 

(ro) Compara las'graficaa obtenldas* en (a),^ (b) y {o)\ 
(n) Compara las graflcas pbtenidas en f(dj^ '(e) y (f Jt 
2. Loa pares*' ordenadbs (0, 3), . (2, 5), ("^3, 0), 2) y 

* {^1$ "4) son algunos de los que satlsf acen la condlcl6n 

, y ^ .5 + X. 

(aX Marca los puntos correspondl^ntes a festos pares 
|[ ordenados, 

(b) Traza la recta que pasa por esos puntos, 

(c) Pinta con un 'Idplz de color el semiplano que contiene 
los puntos cuyas coprdenadas satlsf acen la condlcl<5n. 
y > 5 + x/ 



1 -6* Mul tl pi Icac Ion de numeros raclonaXes 

En la seccldn precedent© hemo^ dibujado grdflcas de algunas 
ecuaclones simples,^ SI desqamos construlr la grdflca de una 
ecuacldn como y ^ C2)x, utlllzando numeros positlvos y negatlvos 
para x, necesltaremos encontrar prodtictos tales cqomo (^2) • 3 



y ('2) • Ch).' El trabajo que hemps realizado en este capltulo y 
en los, pTeQe6&mwimsiei&'ipi^€p$g!-9L^o para efectuar multrplicaciones 
en las cual6s uno o mds de los factores sean raSmeros negatives. 
En los EJ%rGlclos 1-3, empleaste en varies casos la recta num^rlca 
para hallar productos que contenlan numeros negativas. En el 
problema 12 de esta secfci<5n, se te pedir^ que calcules productos 
como- (~2) ' *3 empleando la recta num^rica. Sin embargo, consi- 
dermos prlmero ^ste probletma desde otro punto de vista. 

•En tus estudioB anteriores debes haber conaideradb el con junto 
de los rauitiplos de 2. Si los elementos.de este conjunto S le ^ 
escriben ordenadamente, cada niSmero puede ser obtenido suitiando 2 
al que le precede . 

S= (0, '2, 4, 6, 8, ;-~;-^--r-:---^^^^^^ - 

' De manera semejante, cualquier numero (excepto el priraero).del 
con Junto ordenado de los multiplos de puede obtenerse suraando 
7 ai que le precede. ^ , 

T = {0, 7, 1^, 21, 28, ... ) 
Para el con junto T, tarobien podemos decir que cada n\Smero se 
puede obtener restando 7 del que le ?igu^. Por e jemplo, 28 • 

sigue a 21, y 21 = 28 - 7. 

Probableraente has construido tablas de raultlplicar como la 

slguiente.: , > . ' * 





3 


4 


5 


■ f- 




12 


l6 


20 


■• • . • 




15 




25 




6 


i8 


24 


30. 






21 


2gH 


35 





En esta tabla, 30 es el resultado del productb 6. • 5. Esta tabla 
de raultipllcar suglere una manera de imaginar los productos de dos 
numeros racionales cuando uno de ellos, o ambos, son numeros 
negatives . 
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Nuestros conoclmlentos de arltm^tlca nos permitldo llenar 
algunafe de las casillas de la- tabla anterior; Tambi^n hemos 
•utlllzado la propledad de que el m<nOT^to dfe numero negative 
por 0 es 0. -Para completar J^tabla^bservemos, por ejemplo, 
que cuando varaos' de abajo hacia arrlb^ en la coluinna de 1«l derech^i, 
cada num6ro es 3 unldades^ menor . que el numero que esta Inmedla- - 
tamente debajo de ^1. A esta columna la llamareinos "colurona 3". 
Entonces, la "columna 3" resultara -del slgulerite raodoj - , . 



3 
0 



9' 



De raanera analaga, la "fila 3" sei»a. 



•."6. 


"3 


0 


3 


6 


9 



Aplicando es/a noeion al res to de las casillas, la tabla se, com- 
plet-a como/se ve.en la slgulente. paglna. * • 
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""2 

t 
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2 




'"2 




2 


0 






^6 


"1 


2 . 




0 


— 

1 ' 

^■„ .,,..,—!■)■., 


"2 
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.0 


0 




•*"2 
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0 


1 * 
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H. 


"2 
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* /2 




- 6 
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'6 


"5 • 


0 




6 ■ 
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En particular, ^emos que la f 11a ^^uperlor^ que es la 
"flla ^2", se completa asls 



t 



Con otras palabras, si conser^^amos las propledades para la multi-- 
pllcacldn de^los numeros haturalea, como las hemos recordado para 
^^los milltlplos de 2 y de. 7, delbemos aceptar los 3lgulentes 
produGtos : ' ^ 

(-20 ..^ (-2) y . (-2) . 5 = r6 " 

Petes obaervar resultados semejajites en otraa partes de la tabla. 
Para cada "columna^y cada flla, la dlferencla entre dos numeros con- 
secutivos es un rtumero fljo. En lo que a esta tabla se reflere, el 
producto de dos numeros negatives es un nuraeix) posltlvo, y el pro- 
^ducto'de un nuraero negative por un numerq ppsltlvo (en cualquler 
orden) '-ejs un numero negative^ Estas. conclusiones son efectivamente 
correc'tas para todos los ni^eros raclonales positlvos y negatives. 
Sin embargo, esta claro que no hemos .demos trado estos resultados ml 
los hemos dado como parte de una definicidn. Solaraente hemos mos- 
trado una raz<5n por la* cual las conclusiones son plausibleg. 



ERIC 



47 



Qtra razdn para adoptar las j^eg las aj iterlores en la/multfLpl l- 
aacidn;es qiae eatas reglas nos permit en conservar las propiedades 
cdiBKutativa, diatrlbutlva y asociatlva usuales. Por ejemplos 

. 5 + (75) = 0 ; ^ 

, 2 • [5 + (^5)} = 2 • 0 « 0 ' ' . 

2 -[5 '+ ("3)3 = 2 • 3 +. 2 . (^3),- 6 + 2 . (-3) 
6 + 2 • (~3) - 0 . 

Aqul vemos que 2 • ("3) es el Inverse adltivo de 6. \ 
Ademas, s^bemos que "6" es el Inverse aditlvo de 6. ' 

Por consiguiente, debemos tener 2 • (~3) = "^«' En general, 
el producto de un nUmero negative por un n\5mero positlvo debe ser 
un numerp negative. , • 

Tambi^n 4 + ("4) » 0 . 

(-5) . [4 + (-4)3 = (-5) 0 - p ; / . 

.("5) • j4 + ("4)] - (-SO • 4 + {-5) • ("4) 

Hemo^ mes trade anteriertaentfe. que- ("5) • 4=4. (~5) = "20, 
X per cenaigulente," (*20) + ^"5) ' *("4) = 0. • * 

Esto significa que (^) . ("4) es el inverse a^itivo de 
"^20. Saberaes' que ^20 es el inverse adlti-vo ^e "20, luege . 
estes dos niJlmeres deben ser Iguales y, ("5) * ("4) = "^20} es 
declr, el preducte de dos nxSjneros negatives debe ser un niiimero . 
positlvo* . ' 

EJercioies 1.-6 

1. Observa la tabla de multiplicar mas grande que hemes coinple- 
tado en esta secci6n. . lEn qai filas crecen los preductos 

'cuando varaos de izquierda a derecl\a? 

2. Respecto de la iqisma tabla, len qui celumnas decrecen los 
j>T6Qyit^tos cx^^ aba Jo? 

3. Da, en orden correcto, los productos de 7 por los ^enteros ^ 
desrd^e ^hasta 6. 

4. Da, en orden correcto, los productos de 4 por los enteros 
• desde ~5 hasta- 5. ' . 

5. Completa la tabla que aparece a continuacldn. SI "le nece- 
sitas para"^" darte cuenta del modelo, suma las celumnas 
apropiadas de la derecha, o suma las filas aprepladas del «■, 
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1-6 



6.. 

7. 
8. 



filial la t&bia. JPuede convenirt^ oompletar primero las 
fllas y columnas para 0 y 1. 



"5- 
"4 

"3 
"2 ' 

*1 
0 
1 



. r 



" '1'" "' 








1 ^ 
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Etapleando la tabla anterior, veriflca la propledad conmut^atlva 
de la iHultlpllcacldn en estos eJem]Dlos: " ». \ , 

Ka) "2 y 1 (b) '3 y , 0 (c) "2 y "5 W "1 Y "5 
IluBtra la propledad asoclatlva^ de >la multlplicacldn, erapleando 
€stos ntaiaeros:- ~2, "1 y 5* 

tJsando como una suma los dos ultlmos n^meros de cada conjunto^ 
llustra la propledad. dlstrltoutlva de la multlplicacldn res- 
pecto de la adlcl6n para los sigulenl^es con juntos de n\!aneros; 



\ 



(a) -4, 5, 8 (b)^ "2, "3, 6 

Halla los alg ulerites produ ct o sj 

(a) ("4) . 0 (f) 49 . ("5), 

(b) (-4) - 2- {g) (-6) . (-9) 

(c) (-4) . 5 ih) (**10) • (-60) 

(d) 8 . (-5) (1) r2l) . (-43) 
le) 17 • (^2) (J) ■ ("0.6) . (-1.4) 



(c) "10, "8, ri 



(k) 4.3 

Hh ("6) • 
(m). (-3) . 
(n) (-10) 

(o) :(4) . 



(•"5) 
8 . (--12) 

(-2) . (-11) 
("8) • -(|) 
("t6) . -(|) 



iV 
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10, Halla^ los slgulentes productos { 



• (a) CD - ^ ^ • (d) 8 • ri) 

(b) (~1)~ 5 ' ; '(e) 77^- ("1) , . * 

• (c) (-1) .11 ■ • ' • ' \ 

1 1 . Muestra el uso de la recta nura^rlca p'af'a determlnar los 
productos por adloidn irepetlda. 

(a) 5 • (-g) (b) 5 - ("2) (c) 4 . ("3) 

42. Dl con tus proplas palal?ras c<5nio se podrla usar la recta 

num^rica para hallar el producto ("4)- 3. (Sugerenola: 

Empie^ la propleda^ connrutativa de la multlplicacldn. ) 
15^ Un equipo de fUtbol tlene la pelota en su propla llnfea de * 

4$;yardas y plerde luego ^os yardas ^en cada una de las 
' prdxlmas tres Jugadas .suceslvas. 

(a) i Glial sera su nueva poslcidn? 

(b) Escribe una ej^presldn que'contenga mimeros negativos 
para obtener la respuesta a (a).- 

jjpuanto debe ser n para que 2n = "18? ' ' ^ 

13. • iCuanto es n en eada una de las slgulentes ecuaclones? 

(a) 5n = '36 (d) (r3)n^30 ^ 

(b) 5n = '"75 • • (e) (r2)n = "8 

(c) (-2)n =10 4f) (-6)n = "12 

16. \ En estos ejerclclos de multlplicacldn, escribe un mimero 
. en el par^ntesis de manera que el ^nunciado sea correcto. 
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(a) 


( ) . 6 


= ~12" 

* * 


(i) 


1 • ( 


) = "1 ' 


(b) 


5 • (. ') 


= "15 


(J) 


6 ( 


) - "36 


(c) 


("10) 


( ) = 100, 


(k) 


("9) - 


( ) n 81 


Md) 


(""5). ( 


) = 20 


(1) 


5 - (- 


) = "30 


(«) 


(■5) : ( 


) = "20 


(m) 


( ) • 


("10) = -90 


(f) 


11 .. ( ) 


= "110 • 


. (n) 


( ) • 


C"50) = 100 




(~1) • ( 


) .= 1 




< 


( ) = "60 


(h) 


(-7) . ( 


*• 

) = 0 




"4) : 


{ ) = -1' 
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17. En estos ejeroidos/ halla los prc^uctos: 



(a) re) • da) . (n> -("16) • ("12) 

(b) (» • (""4) (o) ("45) ' ("5) 

(c) I • 6 

(d) "(^) . (-6) 

(e) :(^) . ("4) 

(f) C75) • ('4) 

(g) (-4) - '("10) 

(h) 4" ("lO) . 

(i) ('10) . 4 ■ 
(J) *r6) . (-7) 

(k) (4>^) • r^) 

(1) (-20) • -(•^) 

(m) 16 . (•'l2) 




1 -7. Dlvlsj^dn de numeros raclonalea ' ^ ^ 

Sabemos^tiue si- 5 • n « 59, entonoes n = 15, pues 5 * 13 = 39* 
Ademas, en la definlci6n de mSniero raclonal (Capltulo 6, Volumen I), 
hemos llamado a ^ (6 39 + 3) el niimero raclonal n para el 
cual 5 • n = 59. . , " 

. ^ = 59 ^ 5 = 13^. ' 

Apilquemos Ips ra^todos que hemos utillzado en la division de 
numeros raclonales en el s^ptimo grado, a la division de- ntimeros 
racionales tjue contienen nxlmeros posltlvos y negativos. 
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Halla n 2n = "iS. 



Sabemos que &C^9) « "iB. 

Eatolices n « *"9 6 (-i2 ), 

Tambl^n ("l8) -i- 2-=s*'9, 

• En esta sec'cldn, eetucliaremos la division solaiaentg como 
la operaclon Inversa de^ la nwltipllbacion. Para hallar 
(8) + f"2), imaglnamos que 

.(""8) + (-2) = n 6 (~2).n=-8' 

ri = 4, puesto que 
, - • '( 2) • it = "8 

^ (-8) + (-2) = '4 ' ' 



" La pregunta "iCutoo es 16 dividido por "4?" significa 
lo mismo que esta otra: "^oi^ qu^ numero se .puedje niultipllcar 
~4 para bbtener l6?" Sabemos que (""4) • (~4) t= i6. Entonces. 

iCu^les de los slgulentes enunciados son yejrdaderos? 
^•'v (a) r63) V (-9) - 7 (d) (-2) . -<|U 3 \ 

(b) 45 * ("5) = 9 ' (e) (~2) -t-^ = "(1) . 

(c) ("8) . ri3) - 104 '(f) 3,+ "(f) = "2 ' 

- • Podras mostrar que todos esto^nunciados son'verdaderos, 
salyo (b) y (e)."* . ^ 

fint^a de comenzar loa; e jerclcios, estudia los enunciados 
que se dan a contlnuacion y cercl<5rate de que sabes por qu^ ' 
son yerdaderos. . \, 

■« ■ * " , 

r?) • ("5) =35 35 ("7) = "5 35-8- ("5) = -7 ' 

'('7) • 5 - '35 (-35) ("7) - 5 05) 5 =* -7 



7 
7 



-^5 



(f ) = '5 Ts) ^ .7 - -(fy (-5) + -(f) = 
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• lOxxH es el Inverao multl^llcatlvo de "(j)? Sabemos que 

Z. *^ spsT'tigiiVBTSo^-^^ — "7™" • 



-(4) 



n 



Pujesto que 
y • 
tenemos 



(^) • (i) = 1 



-(4) • -{|) = 1- . 

Por conslgulente. ■"(!■) ea el Inverso inultlplloatlvo de \j 



(4). 



E^lerclclos 1 -7 

1 . . DetermlnSi los productos;' 

. .(a) (» - 7 (a) 5 • ("24) • ^ 

(-4) . ("5) (e) ("8) * rs) 
: (c) 2 r6) (f) "(-21)'- ("55) 

2. Detennljna los cocientea r 

(a) ("28) +7 W ("72) +5 

W 12 + ("5) 
(c) ("12) 1- 2 

3. Completa la tabla; 



(e) 72 + ("9) 

(f ) 735 * (~55) 





1, 








1 






~2 






"2 


5 




. "6 





I , 

(h) (-10) 



^(1) "(|) • "(^) 

(g) .("?) + ^ 

(h) 4>-(|) 
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Completa la tabla: 











2 








"6 




1 


T— 






0 






■y ■ ■ 

. 2- 










1 


• 




• . .... 

Halla r a© manera que, se corivlertan en enuftclados .yerdaderos 
. I'as sigulentes proposlciones : • , * • 

,(a).5r=l7 (d)* « (-3)r = "21 (g) ^ ("7)r = ..8 



(b) 5r =riO, -. (e) 2r | 



(h) . -(^) 



(c.) (l2)r= 6^ (f) 3^= '(f) (1) 10r= 

Escribe el Inverso multlpllcativo de cada niimero del ^ 
'conjunto P: 

' P = (6, |, 1, |, "1, 

*Efect\5a>las dlvlslpnes Indlcadas a continuac46n 



(a) 


"18 - 
"9 


(g) 


"100 
"20 ^ 


(m) 


. _§1 
*"16/ 


(b) 






"12 


(n) 


250. 
"30 


tc) 




(i) 


. "452 
1§ «i 


(0) 


"6 




"30, 

, "6 ' 


(J) 

w 


"44> 
"21 


" " (P) 


"39- 
"3 


(e) 






"484 


^ (q) 


H 










"6 


(f)' 




.(1^ 


"169 
"13 . 


(r) 


"i«=> 
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r 8* Halla n oada ^na de las slgulentea ecwaolorfc^^^^ ; * ^ v 
^ ' (a)'^ rz) t 5 - n ^ (b) 2.^. rt) i n / - 

\*^^ . . ; gf. :5g.cpll)9 "(t) ' como cociente, dfe dos tn^uriej!;^ ;^aistliataa.v • " ' ^ 
10» Halla rt, si " . , ^ i , • : .. ; - 

(a) Tn = "6 ^ . . (bV i'Dn = 6 ^ 

; • ^}\ Escribg dos pjf^poalciones, eiiQ>l'eando n, en las cuales* 
XI = "(^) cpnvertirla cada 'proposlcion en un ,enunciado 
verdadero. , " . ' * 

12/ Bfalla n, > . ' • : . . 

.: (a) '(:25)n = ;92 ' (c), ^ (■-4)n.« -(|) » " s 

(b) ; ' (^92)' + ("25)'= n . ' {6\ * (-4)*= n " 

13, Escribe ^ de otra' manera como 'cociente, empleando dos de ' 
• estos niimero?: 92 j "92, 25 -6 ~2§», ' . . * ' ' 

14. Escribe clos proppsiclones num^rlcas que emplaen n, de rnaneya 
que 11^:^*^. convierta cada propoglclon eij^ un enunclado 
verdadero, - 

J5, Complata estos entinciados: 4. " ' 

(a) Si a b son enteros positives^ o negatives, entonces 
; ' 1 es el r^^re^i^] X p..«. -el cv^l 
, .■ (b) SI f es un nutnew, Ts.<!i^nfl, «n_tonoe3 . | es poaltlvo" 

sl a 2^ b son ' ^ ♦ 

^(c) Si ^ as un raJiin^ro raclonal, entonces ^ es negative 
^ / a 6 b es . > y el otro es . . 



Sustraccfl6n de numeros raclonales ' ' t * 
- ^ - ^^^^^^^^^^^^^^ . . ^ 

La^ recta num^rlca ser^ utll en la •comprensldn de la sustraccldn 
de niJimerQS raclonales*' En arltm^tlca henps aprendldo, por ejemplo, 
que ^± [ ^7^^ k ^ 11, entonces 11 « 4 ^ 7, ^Este enuneiado puede 
expllcarse ^meilante la slgulente flgura: 
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a. 



II 





^ s__ 




»— I 1'" ' 't" — —I 


*.i 1 > t i i i i 1 



-3 



t 0 1^ a 3 4 5 6 7 



e 9 o 



II 12 



Usai4mo3 tamMen «sta propiedad para los n\5meros negatlvos. 
Cpino 8 + < "5) = entonces 5 - ( ~5) = ®^ f igura te pijede ' 
ayudar a comprender esto. ' . . 











\ 




"5 
















8 








- — 4— 


— 1— 


1 


— j H*^ 


"1 u 


• 

— • — 


> > 
-1 1— 


— i— 






-3 n 



12 3 



5 6 



8 



«■ La propiedad ^ue estannlps ■utllizapido dice que si a + b = c, 
entolices. c - t) =»a.' Para hallar 7 ^debemos encontrar.el 
numero que sumado a ^^ 'd^ 7. Como 4 + 5=7, se cbncluye 
que 7-4 = 3. , . * . ^ 

Para hallar ("7j - 4, debemos Imaginar un numero que 
Bumado- a 4, d^ • "7. ^<^mo Cn) + 4 = "7, resulta que • 

(""7) » "11.' . 
. . En vJsptud de la propiedad comrutatlva de la adicidn, 
a.+,,b = b .+ a, todo enunplado referente a una adlcidn da dos 
ehunclados refereaites a la sustraccldn. • Por ejemplo; 

- 5 + ("2)>= '1; de manera que 1 - ("2) = 5^ 1 - 3 = "2r 

» Observa tambi^n^que 5 - 2" = 1* y " 3 ("2) = 1. Entoncea 
yemos.que' 3 - 2 = 3 J- (~2). ' ^ " ' "^'^ 

•Con btras palabras, ^el resultado de'restar .2 es el inlsmo • 
que el djB sumar el ^verso adltlvo de Z* Los ejemplos sjiterlores 
pueden servlr para verlficar^'esta propiedad general. 
^ Como . 5 -.(~5) = ,8 y 3 + 5 = 8, * ^ 

entonces , 3, - ("5) = 3 + 5* ' ' * . 

• Como' 7- ^= 3>y 7+ ("^) = 5, ■ 
entonces 7. - ^ = 7 + (~^). 
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mtonc^s 1 - (""2) = 1 + 2; • A 
»Como ' 1 ? = "2 y 1 + ('3) = "2, 
entonces ^ 1 - 5 = 1 + ( 3)» ^ 

.Bn cada lono de estos easos vemos que vestax' un numero es JLo ralsmo 

que sumar su Inverso adUtlvo. 

• ' : ^ E.lerclcloa l'-o 

V Suma los numeros de cada wno de los slguienttes conjuntos: 

Ca) -2, 3 . , (e) * "8, "13,- -24 

- \(b) 7, "t' \^^), ^2, '^3> 15 (^) "7, 50, "119 

(c) "5, "2 (f) 21, "6, -7 (i) :.23, '"19, ' H 

2. Halla la suma de r{^) y, ^ y escribe dos ecuaciones que 
^contengan^ sustiracclones, y que jpuedan obtenerse de esta suijia. 

3. Halla x en las aigulentes ecuaciones: \ 

4. Completa los niiraeTOs que f^ltaii en cada uno de los ejemplos 
que slgtien; * v - 

(a) 8 + ^ 5 + ( )"= 8 

.,(b) 6 + ("3) +- ( ) = 6 , ; ^ 

' (c) (~11) +' ^ + ( ) •= *11 . 

(d) + {~6)'+ ( ) = "11 '---o ^ * 

(e) (-3) + (. ) +.("^8) » -8 , 



(a) 


("5) 


+ 


2 = 


X 


(e) 

t 


-(f) 


+ 




C-3) 






8 ' 




-(|) 


+ 


(c) 


8 


+ 


X s= 




(g) 




+ 


(d) 


X 


+ 


("4) = 


11 


. -(h) 


X 


+ 



(h) 



• 1 



I + ( ) + 4 



5. 



EfecttXa las sigulentes sustracclones : 

("^) ^ 2 .. (e), -(|) - I 

("6,) - (-1) - * (f) 
8 - (-5) 

(-11) - (-13) * (h) 1^ - (-6) 



(a) 
(b) 

^(c) 

(a) 



"(|) - 1|) 



(g) ^ -M"2) 



5, Halla los invet»3ap aaitlvos de estos nuraeros; 
. (a) to , ea) 

(b) ""lOO (e) 

*^ (c) 



1 



~(|) 



* 7* ^Conyier^e cada pregunta del prob3,etna 5 en un ppoblema de 
sumaa? el Inverse adltlvo. Por ejemplo, ("4) - 2 = ("4) + 
8. Efectua las sigulentes sustracclones j * ^ 



(-2). 



(a) (-10) - (-37 

(to) k - 6 

(c) 16 ^- 12 

(d) . 8 - rz) 

(e) (-8) - 2 

(f) CS) (-2) 
(e) . ("9) - 2 



-(1) 7 _ 5 

(J) f- ("5)^ 

(k) . 2 - 9 
(1) 2 - (-9)^ 
(m) 5 - 10' 
(ri) 3 -.("10) 
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-49- 



1-8 



9. qompleta las ^iguientes tabla§: 









1 










1^ 
I 










0 




• 






"9 




*21 



« 

•X 












0 




1 




-6 ' 








<>> 

* 




V 

"10 


"9 


"2 







A 
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\ ^ ^ Capltulo S . 

^ ^ . — BCUACIONES \ ^ " 

72~U Redacci<5n de frases hum^rlcas 

iTe gustan las novelas de misterlo? ^Te has Imaginado alguna^ 
vez que eres un detective comp Sherlock Holmes o Nan^py Itt*ew?, 
Algunas veces un matematico necesita dfeteirolnar uno o mda mSmeros 
desconocldos a partlr de clertos datos. Ea tales cases el mate- 
matlcb acttia como vin detective que trata de aclarai»^|m mlsterio. 

.Per ejemplo, imaglnsite que est^s tratandp de buscar ci«rto 
niimero, qjie ilamaremos x. Los mateinaticos usan frecuentemeinte 
letrap tales cofeo x, y, v, etc. , para representar raimeros desconq- 
cidos. Se te dael sigulent^ dato:- < * . 

• ... . X + 5 = 7 * . 

Vertoalmente.podlamos declr que 7 v es 5 unidades mayor que el 
'^iibiier?r-d«»^nocido. . En este ejemplo, ipued^s determlnar el ntlmero 
desconooido? Probahlemente si. 

Algunas veces el riumero desconocldo* no es -fean fdcll de encon- 
trar. Por ^Jei^plo, supowte que ".tlenes" este prohlemar 

Tomas ha comprado un "boleto para un partldo de futbol. En 
total ha pagado ifl. 10 (o 110 centavos), Incluyendo el 
impuesto. SI el costo. del boleto es ifl.OO mds que el total 
del impuesto, icual .es el manto del 'impuesto para este bole%6? 

^Te parece que 10 centavos podrla 'ser una buena respuesta? Re- 
cuerda que el costo total es 1 10 centavos. SI el impuesto fuera 
10 centavos, el costo del bolet^ s^rla ifl.lO. - ifo. 10, es declr, 
^1. 00. Pero esto no es corrector pues^ si el ""costo del boleto 
fuera ;|l.00, este costo serla solamente ;|0.90 m^s que el Im- 
puesto . . ' 

Comprobemos nuevamente lo^ datos del problema. ^ Debes utlli- 
zarlos correctaraente para obtener la respuesta. Con el fin de 
ayudarte a enoontrar el monto del impuesto, emplea 'los datos para 
redactar una proposlcidn numerica. kjsemos x para representar el 
n\5mero. de centavos. del impuesto. Como el costo del boleto es 100 
centavos (ijll.OO) mas que el- Impuesto, debemos afladlr esta 
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cantidad a x para obtener el costa del boleto. Entonces, «1 
costo" del' bbXetjo 1^^^^ reprfesentado por (x + 100), SI 

sumamos "el oosto del boleto, (x + 100) al iuipuesto,- x,'obtene- 
mos el' CO 3 to %6tal del boleto, x + (x + 100). Entonces. obtenemos 
esta proposlcidn. num^rica: ' 

' x + (x + 100) = 110 

"iPuede^ hallal* ahora el monto del Impuesto? La respuesta 
correcta .eis 5 centavos (i|o..05). El p3?eclo correct o del boleto 
es $1.05,. iEb ;|i.05 - 40*05 = 41 '00? ' 

• Con muy pocos conoclmientos de arltm^tica' se puederj resolver 
algurios problemas acefca de numeros. ' Lob' problemas 'dif Idles, 
sin embargo, se resuelven mis f acilmente escrlbienda una. pro - 
posicidn num^rlca que establece I'as.. condlclone% del problema. 
En los do 3 problemas anterlojres heraos en^leado los datos para " 
escrlTDif'proposlclones num^ra^as. Cada' oondlcidn era un enun- 
-ciado acerca de mimeros, Alguno§ de esos niimeros eran conocidos 
. y otros desconocidos. Por ultimo, tratabamos de hallar que 
numero x satisfacla la condicidn x + (x + 100) = 110. 

En*-est^e capltulo aprenderemos primero a escribir las pro- 
poslciones num^ricas ref eremites a los pa^dblemas, Al^ final del 
Ibapltulo aprenderemos a usar las varias |)i!opledades de los 
niSmeros para resolver las proposl clones num^rlcas mas diflclles* 

Una proposiclon que se reflere a niimeros puede ser escrita 
en esta forma: 

X + 7 = s|| 

Estav proposicldn referente^a^raimeros dice: ' ^ ^ 

* *^S1 slete se suma a clerto numero el result ado es 
nueve". 

El "9" |s una parte de la proposicidi? g(ium^rlGa anterior. Otra 
parte de la proposicldn es + 7", Estas expreslones^ x V 7 
2_ 9, no son proppsiclones. Son solamente partes d^proposl- 
clones, y se ll^an frases. 

Una frase no hace afirmaclones. En una proposlcidn refe- 
rente a numeros una rase representa a un numero. Una frase que 
despribe o representa a uri raimero se llama frase numerlca* 

. 61 . 



Algunas frase^s num^riQas representan n^ineros particulates. 
Por ejemplo^ .las lipases ^'num^ricas (5 + 5) / 97^^ III ^ V y" 10 
representan Aiiineros partlculares. cada uno de estos ejemplos, 
el Valor d© la frase num^rioa es conooido sin mas, o puede ser 
determii\ado* Una fras^ nm^rica que representa a un niiraero parti 
Gtilar se llama frase numj^rica '' cerrada ^ o simplemente frase oeyrada, 

^Que numero.estd representado por x - 4? No podemos deter- 
minar e^ numero a menos que conozcamos el yalpr de x. Entonces, 
X - 4 *puede tener yarios valores diferentes. Las, frases numdricas 
que no representan un numero particular se llaman frases numeric as 
abler^as , o mas simplemente' frases abiertas> Podemos imaginar una 
frase abierta comb una frase cuyo valor, esta "ablerto" a^^varias 
poslbilidades. Son ^emplos de frases ablertas, (x 4*), 7^^ 
(2. + 2)/^ y (3x + 2x). ^ ' 

A fin de resolver problemas utilizandb proposiciones num^ricas 
debes ser capaz de traducir las condiciones dadas en el problema 
en una proposicion abierta* Para hacer esto,' debes expresar los 
numeros del problema como *f rases numeric as* Al comienzo de §sta 
seccion^ heraos empleadb la proposlcicSn num^rica 

X + 5 ^ 7 . 

^Es conocido el va|or*de 7? el de x + 5? ^Es 7 una frase 
abierta? iLo es x* + 5? ^ 

Para trabajar C9n frases numericasj, debes ser tamblen oapaz 
de traducir las frases verbalmente. La frase x.+ 5 puede ser 
traducida ccimo "el numero x aumentado en cinco"* ^Se puede 
traducir 7x "siete veces el numero x"? 

Algunos alxuoanos se confunden porque una ^f rase abierta como 
X + 7 puede tener diferentes traduccionel^ por ejemplo: ^ 
"El numero siete sumado ax", 

o "el raimero x aumentado en siete", 

o "la suma de x 2. ^i^te", 

o "siete unidades mas que el numero x"». 
Sin embargo, todas estas traducciones tienen el mismo sentido mate- 
matico* Ademas, todas estas traducciones verbales signiflcan lo * 
mismo que "x + 7"* Con la practica aprenderas a comprender Ifts^ 
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dlferentea.iDanei^8 de expresar una frase num^rica; 

^ . EJerolclos de. claae 2-1 

1 . Ti?aduce cada^ tjna de las siguientes f rases num^ricas : 
(a) La S"uma de x y 5.* 

>v (1)) El Kumeuo x dlsmlnuldo en 3. 

(c^ El* produGto de 8 i^?. ; ' . 

(d) Un cuai»to del nilmepo . x.^ . ; • .* 

(e) El niSmero x aumentado en 10,*i:. 

(f) ',E1 ntjlmero ? . multiplicado por ' ♦ 
^ (g) El n\5mero que es 11:^ restado de . x. 

'{h.) El n^mero x dividldo por 2. 
(1) El,numero que es 6 menos que x. 
{^\ El iiiSmero x dlsindLnuldo. en 9. * 

2. Para^cada una de las f rases num^ricas en el problema 1," 
halla el rixSmero representado por la frase si x= 12 en 
cada preguAta. - 

3. Tradlice verbalmente cada una de Jas sigulentes frarses: 

" (aV X +1 . I (d) ^ 

• ■ (b) X - 3 ^ , (e) 4x 

\(c) 2x/ / - ^"^ : 

4. Halla el' numero representado por ^ cada una de las f rases 
' num^ricas^d^l problema 3> si x ^ 6. 

5. Halla el nilraero rfepresentado ppr cada una de las f rases 
nunii^rlcas del prdblema 3> si x = "2. 

6* Su|)onte que-durjainte enero has ahorrado d MJdlares* En 
f ebrero has at^x^ado 5 ddlares mas de lo q-ue hiiblas 
ahorrado en eiiero% ^ 

(a) Escribe /una frase tablerta que^ represents el niimero de 
^ ddlares qpe has.ahorrado en f ebrero. 

(b) Escribe una frase ablerfca cl\5e repre^ente el numero total 
de d6lares que has ahorrado. ^ * . . 



Escribe frgises abiertas para' represen tar cada una 6e las | 
Bigul^ntes: ; . ; 

(a) El n\5mero' de oentavos en d' "dimes", 

(b) El' ^riSmero de galpnes en o cuaxtlllos. 

(c) El nxSmerp de pies en y yardas,\ ' ; 

(d) >*E1 niimero de centavos en n mds *unp "nickels". 

(e) El" numero de pulgadas en tres pies menos que ^n p pies. 
Escribe frases -abiertas que representen cada una de la.3' 
siguientes: 



(a 
(b 
(c 
(4 
(e 
(f 

(g 
(h 

(1 
(J 



JSn n\5mero mas c^iatro. 

La suma cle un numero y del doble del n-dmero^ 
Un numei*o aumentado en siete. 
Cinco sijistraldo de raimero. 
Un numero siis^raldo de clnco* - 
El productq de nueve y -Ujn ndmero. 
El cociente de un numero ^ivldido por diez? 
El cociente de diez divldldo por un niimero, 
Un nijmero sustraldo del doble del mjLsmo niimero* 
Tres veces un numero divldldo por dos veces el mlsmo 
numero. 

EJerclclos 2-1 ^ / 

do. Stri 



No slempre representamos por x el numero desconocido. s»iTradu9 
en slmbolos cada una de *las frases numerlcas que sigueny ejoa^ 
pleando la letra de cada pregunta como riiWero descon|)cld6. Por 
ejeniplo, en la pregunta (a) emplea "a" como el numero descono-^ 
cldo. > ' . 

(a) La suma de seis y un n\5mero* * 

(b) Ocho v^ces un numero. ^ 

(c) Ooho veces un numero y ese resultado aumentado^ en 1* 

(d) Tres restado de ocho veces un ntimero. 

(e) El monto^ representado'por ochp veces un numero divib<^o 
por 4» • ^ 

(f) Bos veces un numero y ese resultado aumentafio en 5» 

(g) Clnco multiplicado por la suma de un niimero y 

(h) Dlez unidades menos que slete veces un nilmero. 



2-1. \-56- " vr ' " " 

(1) Doqe dlvldido p6r la sijma de un n^ero y 
^ ^^^^^^^^^^ de los guales es la 

sma de 5 y cierto'niamero^ slendo el otro la suraa 
.de 4 y el mismo numero* • v . * 

2* Halla el numero representado 'por cada una de las f rases 

n-umerlcag del problema 1, si el niimero desconocido es 5* 
3* Trad-uce verljalmenite cada"* una d6 las prdxlmas f rases num^~ 
. rlcas ^ablertas. ^ Escribe la palabra "numero para representar 
el numero desconocido en cada f rase^ * . * 
Ejemplo > y + 3 , tJn numero aumentado en tres, ** • 

(a) 2n + 5 ^ ' V 
• (c) 7(1) - 1) > . . ' • 

(a) 5^ ; . 

(e) 15 + 2w , , 

Halla .el numero representado por la *f rase . aMerta 2n + 5 
Guando n' toma los siguientes valores: ^ 

(a) n ^ 3 n - 0 ' \ 

(b) n = ^5 ^ W n = "1 * 
5. Wlla el numero representado pdr la frase ablerta 6 - 3q 

cuando q toma los siguientes valores: 
'(a) q - 0 {oy q - +1 

(b) q ^ "1 ^ (d) q = 5 

6* Jlscribe una fraise numerica ablerta para representar cada 
una de las siguientes condiciones: ^ 
. (a) La edad de Ana, si Ana es tres afios mayor que su 
, hermano, quien a su vez tlene x aRos de edad. 

(b) El cpsto de diez lapices a razon d^ z centavos cada uno. 

(c) El numero* de centavos *en q cuartos. 

(a) La edad que tendrd un nlflo dentro de clnco^ arlos si 
actualmente tiene .*z arios de edad. " . 
. (e) La edad que- tenia una nlfla hace seis aKos si tiene 
ahora z afio3 de edad, " • . 
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(f ) El numero total de puntgs que alcanza Roberto en dos v 
■»partldos de baloncesto, si ha logrado g puntos en el 

primer partldo y el dol?le de este n\5niero en el segundo. 

(g) El numero de (it51a3?es.qiaie tiene Maria despu^s de ^astar 6 
dolares, si tenia al principlo n d<5lares. ' 

(h) . La suma de las tres» edades^ si la edad delv p^tdre de 
Catallna es cuatrq .vecas mayor que la edad de ella^ y la 
edad de la madre es veinte alios mas que la-^ edad de 
Catallna. * • 

(i) El numero total de Q^n ta^ras que tlene Miguel^ si tiene k 
"nickels" y el ^numero de "dimes" que tiene e^^cede al 
numero de* "nickels" en^*1. 

. 7* Laq f rases numericas cerradas^ 1 + 2^^ 2 3> 5 + ^ y ^ + 5jr.,^ 
representan las sumas de pares -de numeros conse-cutivos* 
Escribe una frase abierta que represente la suina de dos numei*os 
consecutlvos cualesqulera. * (Sugerencia: Ni n representa el 

* ' ' menor de esos dog numerop^ ^se puede representar el mayor por 

(n + 1.)?) ^ 
Ql Escrlte una frase abler t^^eljue 4 represente la suma de dos numeros 

Impares consecutlvos cualesqulera. 
9* Escribe una frase abierta que represente la suma de tres 
niSmeros pares consecutlvos ^'cualesqylera. 

lOV Escribe una frase abierta que represente dos mwltlplos de dlez 
consecutlvos cualesqulera^ ** 



2 -2 , Redaccldn de proposlciones numeric as 

Todos usamos diariamente las proposlciones* ^Hablamo« mediante 
las proposlciones. Cuando leemos, leemos proposiclone^. . En mate- 
mdticas neces-itamos tratar con muchas 'clases de. proposlciones* 
Para explicar y estudiar las matematicas, empleamos proposicipnes, 
Algunas proposlciones matematicas establecen enunocLados referentes 
*a nXimeros, y las proposlciones que estudlaremos en este capltulo 
son de esta clase especial* Gonsidera las siguientes proposlciones 
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"La suma de 8, y 7 es 
"x + 3 ^ 8". ^\ 




"Cinco eo mayor que la suma de wo y dos". 
''5 <'2 4". , ^ ^ .> 

"La a^ma de . 5 y , ^ no es igual al producio de 
3 y 4". 

Cada vna de estas proposlciones conslste en dos fra'ses nmt^rlcas 
^ conectadas per un verbo o frase vertJal. En las proposicic 
num^rlcas los^erbos 'o frases verbales se representan pdr \os 
slmb'oXos " = < > " y " V .! 

Una propoSlcion numerica que emplea el slgno = indlcaX * 
. Igualdad. La proposlcion, x + 3 = 8, enuncla que: x + 3 y 
so.^ nombres dif ©rentes para el mismo ,n\linero. Llaraamos ec\jacl6^ 
a. una proposlcion tal. SI x = 5, el enunclado- x 5 = 8 ^es 
verdadero^y cuando x no es 5, el enunclado es falso. ^ 

'Consldera la proposlelon x - 4 > 7. ^Es esta proposlcion 

4 ^ ' ■ ' .... 

una ecuaoion? iQue representa el slgno > ? Tlene el mismo 

slgnlflcado que = ? Esta proposlcion indlca que el numero re- 

preserit.ado per x - 4^ eis mayor que el niamero representaCdo por f. 

Tal proposlcion se llama una deslgualdad o una lnecuaol6n« . Otros 

e jemplos de Inecuaclones son'^'x + 1 ^ 1$" . y "2x 18". . 

Al'gunas proposlciones son verdaderas, como estas: 
* ' ■ ♦ ■ ■■ ■ 

"4 + 5 = 3 • 3" y "El sol se pone en el oeste"/ Sin embargo^ 

puede haber proppsiclones que no sean verdaderas; por ejemplo: 

"3 > 2 + 4" y "Abraham Lincoln fue el primer presldente de 

/ ICS Est ados Unidos"* ^ ^ , ^ 

Considera estos eMn^iados: 

"Jaime estuvo en la playa todo el dla d^ ayer". . 
"x,+ 3 » 8". . 

^Son verdaderas? iSon falsas? Puedes responder: "No se. 
que Jaime se trata? qu^ n\imero se reflere^ x?" Estos em 
dados no son verdaderos ni falsos, porque contlenen palabras 
slmbolos.que no se refleren a una unica cosa. "Jaime" puede 
referlrse a cualquier perspna que tenga ese nombrej x puede 
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representar-* ^ cualquler n^Smero. Ppdrlas oonsultar las llstas de 
loB varonis que fi&ron a ^a playa y decir que, "si " JaJjoe" signiifica 
.Jaime P^reaf (de San Juan), la primera propoalbldn es verdaderaj f 
pero, M se reflere ^ Jaime Ldpez (de Ponce), es falsa* La segunda 
proppsici<5n es verdadera si x = 5* P«i^ ®s falsa si x =• 6 o si 
X ' es cualgtujer otro> nxSmero diferente de 5. 

iQu^ puedes decir acerca de la verdad o falsedad de lasf tres 
sigOttentes proposi clones? . ^ 

* ' "J[prge fue el primer presldente de los Estados Uftidos". 

"5 + X = X + 5". " " - 

Estas proposiciones son seme Jan tes en el sentido de que. cada una 
contiene una palabra o simbolp^^ue vpuede referirse a uno cualqulera 
de va»ios ob^etqs, y^Ves alguna* dif erericia entre las dos primeras 
proposiciones y la/tercera? ^Pueden las dos. primeras proposiciones 
ser verdaderas? ^ueden ser falsas las dos primeras propCTsicionea? 

•^Puede ser falsa en algiin caso la tercera ptoposlcion? • / 
Suponte que una proposlcl6n .num^rica contiene un slmbolo comq 

*x 6 2, '31 el sjCmbolo puede referirse a uno cu&lquiera de vario^ 
objetde, la proposicion S'e llama proposi cion abierta . En este 
caso se dice .que las letras . x, z, etc., representaii* a la incognita 
6 numero desconocido. Una proposicidn abierta no es necesariamente 
una pi*oposici<Sn verdadera. Tampoco es necesariamente una proposi- 
cion falsa. Deja abierta la posibilidad*' de mayor 6±s(tasl6n^ J 
Observa la siguiente ecuacidn: * • 

Bsta ecj^cidn se compone de tres partes : un verbo, = , y dos 
frasfes abiertas, x + 7 i Sf^JT* ecuacidn estjablece que para 
cierto numero x estas -^os f rases abiertas representan el mismo . 
numero. ^Puedes descubrlr ese numero x? ^Puedes encontrar- 
mas de uno? Prueba auLgunos numeros. Despues de trabajar un 
raomento podrlas decir: "La proposicidn es verdadera si x « 5 d 
X = ""8, pero es falsa si x es cualquier otro numero". Los 
niimeros 3 ,y ""8 se ' llaman solucipnes de la proposicidn abierta. 
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El conjunto {J, "S) se llama oonjunto de soluolones de la pro- 
posicidn abierta. , 

t Cuando hallamos el con junto completo de las soluclones de 
una proposicidn ablerta, decimdfe quk hemos resuelto la proposl- 
.cldn. Una ecuaclon es una clase particular de iSroposlclones \ 
. num^ricas que contlenen el slmbolo = , Resolver una ecuacldn 
signif lea hall ar el b on Junto total de sus , soluciones. El con- 
. Junto de soluciones de una*" ecuaclon puede tener un" elemento. o 
varios elementos, . Puede ser a\in 61 con junto vadlo. 

Probablemente has^usado ya alguna clase especial de ecua- 
ciones. Por. e^emplo, para hailaa? el numero de unidades cuadradas 
; de d.rea d6 r'ectangulo has usado la siguiente expresldn: 

Bsta es la abreviacldn de una regla,'qu? en palabras reza asl: 

. ■ "El numero de^ unidades cuadeadas de area de un 
rectangulo es (o, es' igual a) el producto del n\3mero de 
, ^"?IB^es de largo por^dl numero de unidades de ^cho". 

.Cuando una regla como dsta se abrevla y &e escribe en la forma. 

de una ecuacidn^ se le llania formula , ^ SI se conocen el largo 
*y el arkJho de un ^rectangulo, #ntonces se puede utlllzar esta 

fdrmyla^para hallar el area de ese rect^gulo, * » 

-iPuedes detemlnar el conjunto^ de soluciones* de la^ln-* 

ecuaclon x 4 > 7? iOw^ valor debe tejner x para ,que la ^ 
• i^ecuaclon sea verdadera? ^Es -5'-- 4 >> 7? ^,Es 7 - 4 ^> 7? 

oEb 12 - ,4 > 7? 60bservas que x - 4 >.7^ es verdadera pas^a , ^ 
^-todo numero mayor que 11? Tambi^n x - 4 > 7 es falsa para 

todo otro valor de x. 'Entonces el conjunto de soiuclones de 

esta Ifiecuacion es el conjunto de todos los numoros q^ son 

mayores^que 11* " - 
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E.lerclclos de ^laae 2 -2a • > ,^ 

•En ios problemas 1 hasta V que slgaen/'usa tus conoci- 
mlentos de arjltm^tica. para hallar el conjunto de. 3olu<jiones de 
c?Lda una de las prpposlcipnes Yiuin^ndas. Recuerda que cada «ele- 
mento del con junto de soluciones debe ser tal que, sustltuldo por 
^a Incognita, haga que la proposlcl6n sea verd^dera. / 



1. 




X + 5 = 5 


(d) 






y + 5 > 5 


\^ Ce) 




(c) 


k +M5 *= ' 


(f) 


2*. 


(a) 


X + (~7) 2 


(d) 






y + V « / r ^ 








n + ("9) - ""2 ^ 




?. 


(a)' 


^ 4t) = 12 


(d) 




(b) 


.4a ^ 12 


(e) 




(c) 




. (f) 




(a) 




(d) 




(b) 




(^) 











3^ 



m + 25 = 3. 
*s + 25 < 3^ 

t 10/5 V ■ 

» 

P + ,(~r5) * '1" 

* > t 

("15) </1 
♦ 

5m < 35 

13:x: =. :r3 ■ 

7y = "56 • ■ 

"3 

s . -7 
— ts 7 
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5. Uija formula para hallar el perlmg/bro de un rect^ngulo es 
p = 2i t 2w, Halla el perlmetr/^de un rectangulo cuyo largo 
es 7 pies y cuyo.arfcho es 4 j^es. 

6. Emplea ia f6rraula' a = ^bh 'para hallar 
•el numero de wiidades cuadradas de area 

en el triangulo que se muestra a la 
* • derecha. \ *li«i4' 

Las ecuaclones se usan de muchas maneras y en muchos ^anpos . 
diferentes. Resolvemos ecuaclones para hallar las corrien^s en 
una red el^ctrica cuando conocemos los^voltajes y las resistencias, 
'para dlseRar aerpplanos o naves espaciales, para saber lo que.esta 
pasando en una c^lula canoerosa. ' . ^ 
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Tamb:^^n empleamos las ocuaclones para predeclr el tiempo. Se 
cohocen ahbra m^todoe que pueden predecir con mucha aproximacldn 
el tiempo que hara maElana. El \5nlco proWema esta eii" que esos 
.m^todos requleren la aolucidn de unaa.cien ecuaclones con el 
mlsmo n\5mero de incdgnitas. Aun con las mejores calculadoras 
modemas de alta velocidad,' se necesltarlan dos semanas Jpara 
calcular el prondstlco del tiempo^ qus, hara maftana. Por can- 
siguiente, los meteordlpgos (busc/ esta palab3?a en el cjlccionarlo) 
efectuan muchas aproximaciones. 'Slmpllflcan las ecuaclones de 
tal manera que pueden calcular el prongs tico en un tiempo 
suf^cientemente corto. Podrdn hacer mejores pronoJitlcos cuando 
cpnozcamos m^todos mas ef icaces para resolver. rauchas ecua^ones 
con mwchas inb<5gnitas. • . 

Mu?jhos raatematicos de primera flla estan trabajando sobre 
tales problemas y contlnuan la b\5squeda de nuevos m^todos para 
resolver ecuacibnes. En los laboratorios universltarios, 
gubemaifent^les e Indus trlales -hay actualmente miles de mate - 
matlcos que trabajan dlariamente en la resolucidn" de ecuaclones. 
Mgunos de ellos emplean grandes m^quinas de calcular. .Otros 
u^an metodos seraejantes a los que estas aprendlendo ahora y 
trabajan con laplz. y papel como lo haces tu. 

Ejerclclos 2 -2a . * • 

Traduce en slmbolos cada una de las sigulentes propoi^l clones 
num'^ricas: ' * v 



1. 



2. 



(a 
(b 
(c 

(a 

(e 
(f 
(g 
•(h 

(i 

^termlna el conjunto de soluclones de cada una' d^-- l^s 
ecuaclones que has escj?ito en el problema 1, empleando tus 
conocimlentos de arltm^tica. * . " 



El nuraerb .x aumehtadb*. fen 5 e's igual a t?.. 

El humero 3 restadb de x es Igual a 7. 

El. producto de - 8 . 2 ^ es- Igual a 24. 

Cuando "x se divide por k el cociente 'es" 9. 

Dlez mas el nuraero x es 21*. - ' ,^ 

El nuraerj x, .multlplicado. por 7 es igual a "35. 

El numero 1 1 restado de oc es ~5. 

"5 menOs-que x es 15. * 

El, numero x bividldo por 2 es igual a "7. 
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3. 



4. 



5. 



6. 



7. 



8. 



Traduce en sfmbolos cada \ma de las siguientes proposlciohes 
num^rlcas: . - ' " 

(a) El mSmero x aumentado en 2 es mayor que. 4, 
,(b) El>n\Smero X nultlplicado por 5 es inenor que 10, 

(c) El-resultado de dlvj^ir x por es mayor que 2, 

(d) ?!res menos que el n\5mero x es mayor que 6. » 

(e) Er niSmerb x dismlnuldo en 5 es men©r que 15. 

(f) El product© de 5 y el n\!&nero * x es injayor que "9. 
Utlliza tus conocimlentos de aritm^tlca para hallar-el conjunto 
0e aoluclones de cada tina de las desigualdades que has escrlto 
en el problema 2|| . * 

Traduce , en palab3C*as cada una de laii proposlclones num^ricas que 
slgi^en. Emplea el tdrmlno "un numero" o "cle^rtp nto^o" para 



representar la incognita*, 

(a) 1+2=5 (f) 

(to) 2 + ("3) « 7 (g) 

(c) 2a = "10 (h) 

(d) h (^5) < 9 (i) 

(e) 5m < 15 (d) 



7 + ("k) = 2 

d + r^) < 4 

k + (.""7) = "2 
« 6 

"30 



Vall^ndote de. tus co^ociml«ritos de' arltm^tlca, halla el con- 
Junto de aoluciones de cada una de las proposlclones nura^rlcas 
del problema 5« - . * " • ■ * 

iOual es el, area de un cuadrado cuyo lado mlde 1 l^^pulgadas ? . 



Utlliza A = 
La formula 
dgnde 



^a como' f6imila para el drea. 
i prt se usa para hallar el Interns simple. 



Of 



1 es el interns en d61are3> 

p es el capital (o monto del pr^stamo), 

r es el tlpo^de Interns (o porcentaje de Interns) anual y 

t es el tieiftpo en aftos. > 

I^.Determlna el Interns de un pr^stamo bancarlo de i|750 por 3 
Vftos al 6^ de interns. • ^ 



o 
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Se puede usar la f 6rrrmla C = 27rr para hallar la longitude 

de una clrdunferencla^ donde representa el^ radio. Deter^- 

mlna la longltud de una circunferencla cuyo ra^lo mlde 10 

22 * 

pulgadas, (Usa -st- <5 5.1 4 como una * aproxlmaoldn para ir* ) 
La formula, d rt puede emplearse para haliar la dlstartcia 
total recorrida con movijnienl!o unlforme, dond^ d es la 
medlda de la dlstancia, t es la medlda del tlempo^ T es 
la velQcidad. >jPor ejemplo, si d esta medlda en ipilllas 2^ t"^ 
en horas, r debe estar eij millaa por hora* Halla la dlstancla 
que ha viajado un automovll que se mueve a una velocldad de 
45 mlllas por hbra (m^p.h. ) duraoite 15 horas* 

Para hallar j!9^ de 475^ ^ puedes usar la fdrraula del por- 

centajej^ ~ \ 

donde p es el porcentaje; r es el tan to por clentoj Id 
es la base. ^En^te problema, r*== 1^^ 6 0*19 X ^750* 
Determina el ^lor de p para este ^oblema* 

Detemlna el drea del plso de una habltacidn circular cuyo 

.2 /^_.._ 22 



radio es ^ 13 ples^, I La formula es ' A = ttt 
3. l4 para ir. ) 

(a) Calcula el volumen del tanque 

cilindrico dibujado a la derecha 

si el radio es^ 1 pie y la altura 

^ 1 * 22 
es' 3^ pies. (Toma para ir. ) 

Calcula la capacldad del tanque 

en galones*. Un pie cublco con- 
1 

ti^ne galones. 



(Toma 



t 

h 

I 



v»vr"h 



La formula 
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. slrve para convertlr una teraperat\>i7a 
lelda en un temdmetro Centlgrado a una tdmpel^atura lelda Bn 
un termometro PahrenJ^eit, Determlna la temperatura Fahrenheit 
correcta para cada uiaa 3e las sigulentes leoturas en un 
termometro Centlgrado j 

(a) 0' (h) 100'' « (c) 
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Graflcas de los con juntos de soluclonea 

Pod6ino3 dlbuj^cr una f igwra para xepresentar un con Junto de, , 
n\5meros, asoclando los niJmeros con los puntos de una recta^ Coh- 
sldera el conjunto (0, 3, 6).» Cada elemento, es un numero asociado 
con' un punto de la recta num^rica. Dibujamos una, f igura para^ 
representar este co'n Junto particular marcando pui^tos gruesos . sobre 
la recta numerica corao se mueatra a contlnuacion: 

: 1 ^ ^— 1 1 • — ^ 1 • ' ' • » 

Esta flgura se llama graflca del conjunto {0, 5* 6)» , Algunas 
veces es util dibujar graflcas de loa con juntos de soluciones de 
iks proposiclohes abiertasT ... 

La proposicion ijiblerta, x + 3 = 8, tlene el conjianto^ de 
soluciones (5). La grafica de este conjunto muestra un .punto 
giueso solamente en la posici<5n correspor^iente a 5*' 



0 *\ *2 *3 *4 *5 
-I 1 1 1 1 #■ 



iCual es el conju'hto de soluciones de* x + >V 3 .+ x? Esta 
proposl6i<5n es verdadera para todo numero que tomemog en vez de x. 
El conjunto de soluciones de esta ecuaci6n es el cor^ljunto de todos 
los numeros. La grafica de este qon Junto se const?uye dibujando 
una linea gruesa a 16 largo de toda la recta nura^rica, como se * 
muestra a contlnuacion: ^ 

-2 -10 ♦z M *5 ♦e 

Cpftsitifea^a la inecwicion x - ^ > 7* El conjunto de sqIu- • 
clones de estacte^lgupd es el conjunto de todos los numeros que 
son mayores que 11. Este conjunto de soluolohes|^e representa 
sobre la recta numerica como se muestra en seguidaj ^ 



lEl n^ero. 11 no est^en el conjunto, lo que se indica dibujando 
;una clrcunferencla alrededor del p^^nto cb3?respondlente a 11 en 
la recta num^|y?a» Xia pg jfflfefe de la recta mm^rica que esta a la 
derecha de |PP se dlbu ja mas gruesa para mbstrar que todos los 
puntos colocados a la derecha de 11 |stdn en el conjunto de 
. 8J&luclon©i5, * 

^Cudl es lel conjtgito cte soluoiones de la Inecuacion que 
♦se muestra a contlnuacidn? 

• x - 4 < 1 

Debee encontrar que el conjuntp de soluclones es el conjunto de 
todos los niSmeros mehores que • "^5, ^ Sobre la recta num^rlca esto 
se representa con iina clrcunferencla alrededor del'punto corres- 
pondiente a "*'5 y una llnea gl*uesa dlbujada a lo largo de todos 
log puntos de la recta numerlca que estan a la Izquierda' de ^5, 
He aqul la f lgura: •• 

"4 -3 "2.-1 0 *\ ♦Z ♦S *4 ♦S *6 *7 ♦a 

^■i— I ■ ■ . ■ 0 — • — • ^ 



\ 

Hemos enGontra<36 que los conjuntos de soluclones para 
jftdlferentes proposlclones num^rlcas pueden ser dlferentes. Algunos 
de los conjuntos de soluclones contienen soleunente un nwmero. 
Tales conjuntoa pueden ser representados por un punto grueso en 
la recta nura^rica. El punto grueso se dlbuja sobre el punto 
que ctsrresponde al ni5raero en el conjunto de soluclones. Si el 
. conjunto de soluclones es el conjunto de todos' los nilmeros. 
dibujamos una llnea gruesa a lo largo de toda la recta numerlca. 
En este caso, la soluclon esta representada por toda la recta 
nunn^rica, Los conjuntos de soluc^nes para las Inecuaciones 
se representan por una partfe de la recta^ numerlca. Todas las 
inecuaclones que hemos estudlado se representaban por seml-r 
rrectas en la recta numerlca* Se ha empleado una circunferencia . 
para Indlcar un punto que no esta Incluldo^ en el con'Junto de las 
soluclones* ^ 

# 

EJerclclos de clase' 2~2b - 
iCual es el conjunto de soluclones .clibu jado en cada una de 
las graflcas siguientes? ' • 
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-5 -4 -3 -2* 0 ♦! ^4 ♦S 
-1^ ♦-^ — J 1 »— — I — — I 1-^ ^— • 1 > » 

: ■ ' • ■ • ■ * • r • 

I » -4 "3 "2 "I * 0 *l . *Z *3 *4 *5 
2. — I 1 % 1 1 » » « • ^ 

, -2 -I 0 ^2 +3 ^4 ♦S 

5. — I 1 — I J — :^-t- — I ■ » — • (I> i I I ' 



10. 



4- 



►1 *2 +3 *A 



5 4 t I t \ I '\ i *m *i *i *m »^ 

6 ^ ^ -I 0 *j *^ *j *§ *^ 



7. 



0 ♦! • 

-I — — I — — I 1 1 1 * 



-I 0 *l 



-5 -4 -3 -2 "l ft *\ *2 ' + 3 ♦4- +5 

9. -4 1 -i 1 <^ (J^ n^ Mnjp 1 1 1 1- 1 ► 



- .-."3 "2 "I ^ 



t 



Aim no estamos en coridiciones de resolver ecuaciones o In- 
ecuaclones muy compllcadas. Por ejemplo, es raucho mas diflcll 
hallar el conjunto de soluciones de la proposlci6n numerica 



< 9 



que lo3 conjuntos de soluciones de las ecuaciones e inecuaciones 
que hemos estudlado antes, Otras proposiclones num4ricas pueden 
ser. itnas compllcadas todavla. Apx^ender^s mucho mis acerca den^sta? 
proposlciones num^rlcas compllcadas al final de este capitulo y 
cuando e studies algebra el afio proximo. |. 
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4. 
5. 
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Apllc^do tus conoclmientos de aritm^tlca, halla el 'Conjunto 
de sojLuclones para ca<Ja una de las^ sig:aientea proposlciones 
nuBa^ricaa: 



(a) X + 2 = 6 

(b) % + X = 0 

(c) .'2x = 6 

(d) 3x<3. 



(e) X + ("4) > 1 

(f) |. -1 

(g) •2x < io 

(h) 4 -,x > 1 



Para cada una de las propoglclones num^rlcas del problerna 1, 
representa el conjunto de soluclones sobre una recta num^ica. 
Boftpleando tus conoclmientos de aritra^tlca, halla el conjunto 
de soluclones para cada una de las slgulentes proposlciones 
numeric as: • ' . 



(a) " X + 1 «= I + X 

(b) y + (."1) > 0 

(c) 1 - b > 0 

(d) a + 2 =• 1 + a 



(e) 

(g) 
(b) 



5w=-"l5 
14'+ x-^' 13 



13 - X 



14 



Para cada una de las proposlciones num^rlcas del problerna 5> 
representa el ^^'l^bn junto de soluclones 'sobre una recta num^rlca. 
Algunas veces las eQuacloJies o Inecuaciones son solamente 
partes de una proposlcloh, Asl como puedes const3?ulr pro- 
poslclones largas emplean^o otras mas cortas*— utlllzando 



palftbras como y 



"pero'' 



-puedes unir varvtas pro- 



poslciones num^ricas para construlr otras mas larg^iQ, " T^les 
proposicit)nes se llaman proposlciones compuestas . Consldera 
la siguie^te proposicldft num^rica compuesta: 

Para Que un^nilnfero x sea i^olucldn de esta propo3l.cl<5n, debe 
ser soluclcSn de ambas proposlciones, "x ^ (^4) 21 
"x 4- ri) > 0"^ ^ n 

Los elementos del conjunto! de ' soluclones de la proposlcldn ^ 
son los numeros que estan pn ambos conjuntos de soluclones., 

7? > 



2*2 



r 
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en el de x + ("4) < 7 y en el^de x + > 0* 

El oonjunto de soluclon^s (Je x + (^4) < 7 es el conjt^nto de 
todos tlos ntimeroB menores que 1U 

SI conjunto de soX^clones <?e x + (^^l) > 0, es el canjtanto de ^ 
todos los numeros mayores que 1. 

iCual es el conjunto de las soluciones de la ppoposicion 
compuesta? Indlbalo sobre la recta numerica. 

El con^;Junto de soluclones de la proposicion compuesta del 
problema 5^ i^s la Interseccidn de los conjuntos de soluqiones 
de las dos inecuaclon^s, o es la reunion de los dos con^untos 
de so lu clones? 

Determlna el con Junto de soluclones de cada una de las 
slguientes proposiclones compUestas: 



(a) 
(b) 
"(c) 



X + (~2) < 7 
3f + ("5) = 6 
2x > 6 y 



X 



< 3 



X + 4 •> 6 
X + > 6 



Repre^enta sobre la recta numerica el conjunto de solucjuon^ 
(a) 



dt cada .una de las proposiclones compuestas del problema 7* 
Halla el conjunto de soluclones de x 9» (Hay dos. 



soluclones pbsibles* ) ^ 

(b) Representa sobre la recita numerica el con Junto de solu- 
clones de la parte (a)* 

(a) Halla el conjuntyo de soluclones de , x < 9* 

(b) Representa sobre l,a recta numerica el con Junto de solu- 
clones de la parte (a)* 

1U (a) Halla el conjunto de soluclones de la siguiente proposi-- 
cidn compuestg^: ^ ^ 

x + y= 6 6 2x+ rf)^= 5 

(Nota: En materaatlcas, "o" signlfica, o bien el priraero, 
I o blen el segundo, o bien ambos: el primero y el 

/ segundo. ) 

(b) Representa sobre la recta nuradrica el conjuntd de solu- 
/• clones de la parte (a). 
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12. (a) Heaia el conSm^o de soluclojias para x + C^l) 4 6 
X + ("1) > 4* (Esta proposicidli compuesta se abrevla 
algunas veces: x + > 4,) 

(b) Indica spbre la recta numi^rlca el ooxijunto de soluciones 
de la parte (aj[» a 

15. Hall^i el^ cpnjiinto de soluciones para x < 10 o x + v 9) > 0. 

La tarea mas importante en la resoloicldn de problemas es, 
frecuentemente lei traduccldn de proposlciones, nuin^ricas del 
ienguaje ordlnarlo, en palabras^ al lenguaje matem^tico, o en / 
^siiftbolos* A m^nudo es teofftbl^n la parte mas dlflcil* Cuando te 
encuentres con\un problema corno los que hemos vlsfco antes, plensa 
en ^1 cuidadosaisiiente* il menudo encontrards que el problema sola- 
mente exlge, de una manera complloada, la resolucidn de una pro- 
posio^dn numdrica> Efecriblendo la proposicidn en sfmbolos, el 
con Junto de soiuclones puede ser.mds facil de encontrar* 

Es Importante que comprendas que las proposiciones abiertas 
que escribes se refieren siempre a n'dmeros, Los problemas podran 
referirse a pulgadas, a libras, a afios o a ddlares, pero las pro- 
posiciones abiertas deben. tratfer solpnente de numeros* 

Considera este problema: "La ^ma, de clerto numero y .ochp 
es igual a dos mas que ^ producto da cudtro y ese numero* 
iCual es el numero?" Erproblemia nos plde hallar cierto ntSmero, 
que representaremos con una letra como la x« Debemos definir 
el signlflcado de x> esto eS, establecer que representa la 
letra x» Esta es la prlmera etapa en la eserltura de una 
proposicion abierta, y es una parte muy importante del trabajo 
que se efectua para hallar la solucidn. Sn este 'caso el 
signlficado de x es obvio: "Sea x la letra que representa 
al numero deseonocido"* (En prob'lemas mas diflciles, la 
deflnlcidn de las letras empleadas puede ser rods complloada. ) 

La slgxalente etapa es describir los numeros tSe la proposicion 
empleando el slmbolo para la incdgnita donde se neoesite para 
escrlbir las f rases. Las f rases para" este problema son: 
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"la suma tile \in n\Smero y ocho" - - - — + 8 

"dos mds que el p?»oducto de , 
cuatro y el nxSmero" - ^x. + 2 

Ya tehemos dos f rases abi-ertas. Para otros problemas puede haber 
mds de dos frase^. Bmpleando estas f rases, escrlblmOB la pi^oposi- . 

cion abierta que sigue: ' 

. . • X + 8 = 4x + 2 

iEs esta' proposlcldn una ecuaeidn o uila inecuacidn? ^Puedes 
conjeturar que nxSmero hara verdadera la proposlcldn? La sqlucidn 

es 2. . 

Much©? de los problemas de esta seccidn pueden resolverse 
racilmente utllizando la aritmdtlca, y probablemente preguntaras 
por que. es necesario esaribir proposlciones abiertas para expresar 
la condiqidn de problemas tan faciles. Recuerda que en esta seocldn 

que mas nos interesa no son las soluclones. Debes concentrarte 
enVla escritura de las proposlciones abiertas. Posteriormente en 
es^e capltulo aprenderas a emplear las prop^iedades de los numeros 
para hallar el con Junto de soluclonea de problemas mas dlf Idles. 

E.;|erGlclos de clase 2 "2c 
Escribe una prop<^lcidn abierta que "establezca la condlcidn 
expresada en cada uno |e los problemas que slguen. 
1. Un tren vlaja a 80 mlllas por hora. iCuanto tiempo necesltara 
para hacer un viaje de 56O mlllas? * 

Priraero: Representemos por t el nuiKero de horas de viaje del 
tren. • * 

(OlDserva que t representa un numero. En este caso 
representa el numero de horas de viaje del tren.. No es 
suficiente decir: "Representemos por t el tiempb".) ^ 

Segundo : Escribe una frase que represente el numero de mlllas 
. que el tren via J a en t h®ras. 

Tercero: Escribe una ecuaeidn que establezca la condicldn del 
• problema. - 
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2. > Maria tiene catorc^ aflo^, y es cinco aBos mayor que su ■ " 
. hemano. iQu^ edad tiene el hermano? 

3. Un niao es cuatro aKos menpr que su hemana. Si el niao tiene: 
die.z aaos,viqu^ edad tiene su hennana? 

Qompra cierto n\5mero de herramientas para aero- 
modelismo que cuestan 25 centavos c^a una. Casta 75 
centavos. iCuantas herramientas ha/comprado? • 
5. Un niao tendra 20 aBos denti'o de slete aHos. ^'Qu^ edad 
tiene actualmente? / . 

iCuantos pies tiene una ^Ma cuyp longitud es de 72 
pulgadas? i^f j 

iCuantos pies tiene una tabla tre| 5 yardas de longitud? 
8., Ha^e diez aaos. Ana tenia 3 afto^^. iQa4 edad tiene actual- 
mente? - I 

9. iCuantos^ dolares pueden obtenerse al cambiar un' total de 
450 peniques? . , / ... 

Si se agregan tres dolares al Joble del dinero que tiene 
Pedro, el resultado es menpr que velntitrds dolares. ^Que' 
cantidad de dinero tiene Pedro? (^Sera una ecuacidn o una * 
j^ecuacidn la proposicidn ab:^erta que es.tablezcas para las ' 
condiciones de este problems^) \ " ' 

A cierta velocidad, un aeroyl^o recorrera mas de 5OO millas- 
en dos horas. ^Para qud velocidades sera esto cie^rto? 

12. Si se agrega uno al doble la edad de una niaa, el resultado 
es dlecinueve. ^Cual/^es la' edad de la nia'a? ' 

13. Una persona recorre en m automovH una dlstancla total de 
2iiQ millas a una velocid4^edia de kO millas por hora. 
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iQu^ tiempo le'lleva eopl^iaje? 

14, Si una niffera gana 6^ntavos por hora, ^cuanto ganara^ en 
5 horas? 

. . EJerclcios 2 -.2c 
Escribe proposic±ones abiertas para cada una de las condi- 
ciones establecidas en Isss problemas 1,2 y 3. 
1. Un nino es 7 anos: mayor qu& su hermana. , 

Representemos por x el numero de afios de edad del niiTjl. 
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La edad.ae su heiroana se representara por x - 7. 

4 

^ llsoribe'ecua^iohes en que se muestre que: ▼ 

(a) ^ I«a suma de sus edad^s es 21. . 

(b) La edad del nitto es igual al doble de la edad de su 

hermana. . ' 

(c) El triple de la edad de 'la hermana es igual a alete mas 

la edad del nlfto. " 1. 

(d) El product© d^ 2 por la edad del niao eg igual* al 
producto de 4\ por ia edad de la nifla. * 

V2. Juana tiene el doble de dinero que Catalina. 

Representemos con m el numero de ddlares que tiene Catalina; 
• entonces, 2ra representara el ni5mero de ddlai^es que tiene 
Juana. " ' . ■ , y " . 

Escribe ecuaciones para, mostrar que : 

(a) 'Las.dos juntas tienen $15- \ ^ 

(b) \ Si Juana gasta ^5, ella y Catalina tendran la ralsraa* 

csJitldad de dinero. * • . » 

(c) Si Catalina gasta tres ddlares, Juana t§ndra clnco veces 
mas > dinero que ella. j 

5. El largo de un rectangulo es cuatro pie^^as que su ancho. 

Sea "w el nilmero de pies de-su anchx 

Entonces w + 4 es el n\5mero de pl^ de largo. ' - . ^ 
Escribe ecuaciones para mostrar que»« — , 

(aj El doble. del ancho es |^1 mismo que el l^o aumentado en 

tr"e§Vv ' ^ ; ^ ' ^ A ^ 

(b) Supofi^e que el largo, se duplica. Para tenei^ la misma 
medida/ debe incremejitarse en 1 el productfc de 5 P'or 
el ancho. 

(c) El doble del ancho suraa<S*al doble del largo ^s 36. 
^(Este es el perlm.etro devl rectangulo. )- 

Para los problemas h hasta 1 4, escribe proposiciones l^biertas 
que expresen -la condicidn del problema.- 

4. En diez aflos mas el serior Sosa tendra cSarenta arios. \ iOu^ 
edad tiene* ahora? 
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Si GMillermo^hubiera ganado clnco ddiares inds>,, habrla ganado . 
en total doce d<5l aires. iCuanto ha^ganadp ya?' ^ 
Uiia jiia^'es" el' doble. de alta que su hennano. Si la estatui'a 
«e. la nifta 64 Bplgadas, ^tual es 14 estatura de su- hermano' 
, >ablo tenia,- 14 aflos de edad en 1958. ^En qud aflo na^id? 
x^El yeinte por ciento *de^' un numero es - 10"." iCual es ese 
—*iiQT07 (^ygerencia: 20^=^/) 

ii»pintero CQirba una tabl\ de 50 pulgadas ^e lafgo" en 




piezas. Una pieza es lO.pulgadas mAa larga que la otr«t-; 
^ Haila la Iqngitud de la pieza ro^s corta. ^ ' " 

Bi una elecQidn •es0olar',^.Margar.ita recibld 5 votos m^s que/ 
Julio, " iCuaoJoB^ votes qp'ecibid Julio si" habla 35 votantea 
en- la clase? (Suponte qu^^cada votante votd o blen^por ' 
Margarita o \>ien por Julie>, pero no por grnibos^ ) ' ' 
Si un niimero se s^uma al 'doble de si uiisiiio> la suipda es menor 
que -27. ;iPara qu^ numeros es esto cierto? . * 

Las pobla-cioaes de' Minneapolis y deJ"San Pablo reunldas,' 
' tienen mas del doble de hablj;antes que San Pablo sdlo. ^Cudl 
es aa poblacidn de San Pablo si amb^s*poblacio^es>reunida3.-\ 
tienen ^yn milldn de habitantes? * , ,. . ' 

Patricia y.Miguelt son. jnellizos J pero no tienen el \niisino' peso. 
51' Patiiicia pes^ "165 llbras, sicu8bito peaa Miguel? 
El aKo pasadb vih hiflo gand m;as de ciento veinte ddlarei^ 
vend^endo periddicos. iCuanJbp gand mensualinent^ como media? 
El seHor Sosa es 4 . veceis mayor que su hi Jo, Dentro de -16 
afios .sera, sdlo do s veces mayor. ^Cuales son sUs edades- ahdra? 
(Sugerencia: ~Si el-hijo tiene x afios de edad, ^quC edad 
tendra dent3?6 de *l6 aHos?) . ' 

En cierto trianguld, uh ang\Jlo tiene amplitud doble que otro. 
El,"'^erceK angulo es tres vecfes mayor, que' ei menor de lo's 
otros/dos angulos.. ^^uantos grades midd cada, angulo? 

SugerenciaJ " e,C.ua]njtHps grades hay^en la suma' de las medldas 
de lais arigulos de uri triangulo?)." " * . 

La. 9Uma <fe ^tres numerosjcardiigiales eonsecutlvos es 123. 
•«iCuaies^sj|g|j.ea1^os tres numeros? •* ' ' " ' . 



t8.. Robe3?to tlene ^1:25 en "wlckels;^ y;"d3^^^^ Tlene tr,es veoes 
cada elaae. " 



2-5i Determlnacl<Sn 'de los conjuntos <3e soluclones - • \ : 

• Sat>etao3;^que hay rauchas manex'as dlferentes de^xpresaop cualquler 
Aiimero. . Por ejen^io, 25 = ^ =. JO = 5^ - (31 - 6.)^ De 
toaas estas raaner^ de expresar el r{\Smero veintlclnco, 25 ea la \ 
mds simple. Considera las siguientes ecuaclbnes: ^ ... 

X + 5 «» 8, X.+ 1 » 6j, 2x = 10, ~. 

' * • X + ('2) = 5, * 10 = 2x z S . . / . ^ . 

Cada una de eslias ecuaciones tlene como solucltfn x ea declr, 

al^ en qada ecuaci<Sn reemplazamos x . por 5^ obtejp^^^na. pro- 
poslclqn verdadera-y '31 reemplazamoa. x * por cua^jKiiei" otrp niimero 
dlf ei-ente de 5, obtenemos una ^roposlcidj? falsa. ^ Estas ecuaciones 
se llaman equlvalenj^es porque sus conjxmtos de - solucloiies son el 
mlsifio conjimto. En realidad, la ecuacl6n. x = 5 pbdy-la tambl^n 
IriclulSfse en ia lista. Asi-como *25 'es la manera mds slmple-.de 
expresfijp los varies "n\Smeros que se Indleepi al "bomlenzo de esta. 
secci<5n, x =' 5 es la ecuacltSn mas simple equlvalente a la llsta 

. de ecuacldnes cfada Sinterlormente. ' 

' E.'jegclclos de' olase 2-?a. . - * . * 

1 , Determlna sels ecuaciones equlvalentes a la ecu^cldh 

X + 1 = A. " . ~ ' . ' . ; * . / ' 

2., Determlna sels*^cuaclones equlvalentes' a ia-ecuacl6n x » 3. 
3/ Determlna sels* ecuaciones equlvalentes a la ecuaol6n 2x = 12, 
4. iQu^ m^todos se te ocurren para obtener una o rods ecuaciones 

•equlvalentes a una ecuaci6n dada? ' ' . * 

5., , SI una ecuacldn es equlvalerite a una segunda ecuaftlon^ ^es 
.,! * ^sta aqulValente a la prlmera? - (,Vqv qu^? . , . \ < * . 
,♦6. tSpn equlvalentes Jas\dos iscuaclones siguientes': x = x + 3 2. 
• x-=. X ~n. ' " " * ' ' . " 



. Consldera, por ejemplo, la ecuacldn 



. ■ . X + 3 ». 7 , , • 

SI X ae reemplaza por una solucidn d© esta ecuacldpi, x + 5 ^ 
.7 son %os-nbmbreB dlferentes para el mlsmo nilmero. Luego,\por 
ejemplo, (x + 3) + 4- 7+4 detoen ser nombres del mlsmo" 
niJmero, cada yez qu^ x se reemplaza por una solucldn de la 
ecuacl<5n dada. Como probableraente estq ea mas f^oll de ver 
prlmero en t^rmlnos nm^rlcoa, .consljaera lo alguiente: 



V 



IQ 



Entoijcea, 



(15-5). ■ 

10 + 5'= (15 - 5y+ 5 . ' 



Hferaoa STMado, \m mlaiiio numero a.un nume.r<^..dado, lO,Njexpreaado- de 
doa maner&s. 'Estos aon e*Jeiii5)lo8 de la slgiilentef .pro^iedad : 

Prppledad adltlva de la IguUdad ^ SI - doa -mimeroa . a 2: 
' - ^ sgn Igualea (es declr j ai a "2. b aon doa , 

nombyea dlf eren tea para un mlstno numero ) , ^ 
s^roaa ^ mlamo numlt*o a' cada uno *de elloa', 
laa^ doa aumaa aer^ Igualea, 



Eato ea; 



sl a = entonces 



Graflcamente, tendrfamoa laa. algulentea flguraa: 



SI' c >.0 • 



a+c 



» o+c 



Si c < 0 

■ c 



«b+c 



b+c 



^ ^ Para ver -c(5mo ae' apllca eato a la ecuaci<5n x + 5 = 7, 
obaerva que al x denota una aoluclon de esta-ecuaclon^ x + 
y 7 son doa nombrea de un. mlamo num^ro. . Luego, <^*la pro- 
pledad adltiva, - \.. - ^ t 



X +'3 deaempeaa el papel de la letra a, 
7 • desempeKa .el papel de la letra b. 



si X es'xma soluddn de la ecuacidn. Entonces,. si x es solucldn 

X + 5 = 7 . -v ■ 

\ taiftbi^n es solycl<5n de . , . 

(x + 5) + c = 7 + 0 . • 

para todo mimero c. • Una msgiera breve de deecrlblr esto es decir , 
que oToteneraos la segunda ecuacl6n de la prlmera "sumando el inlsmo 
Mumerp, c, a ambos ralembros de la ecAacidn", 

\ La* eleccldn m^s litll'para "c" en el .ejeraplo anterior es '3, 
f pues,. . . * • 

. (pc + 5) + ('5)- 7,+ ("3) ^ 
, LuegS, por la propiedad asociativa de la adlcl<5n, esto -es. equi- 
.valente a ' ; ' , * - 

\*x+ [3 +..('3)1.= 7 + (:'3) 

lAiego^ ^ ^ ^ ; X + 0 - 4 i ^ 

• * * X ^ k * 

Poi* cpnsigutente, por^la propiedad aditiva de la igualdad, si 
:! unintimfero es soiticiVn de x ^ - .7, «b aolticl<Sn dte x = .4. Recf- 
' procamente, si un"nT5mer6 es solucidn de • x = 4, podemos suT&ar 3 .a 
• 'ambbs miembros de la ecuficldn para obtener ' 

y tfer. que si un ndmero es 3oluci<5j? dp x = 4, -tambi^n- es solucidn 

I ,dje X + 3 - 7. |)ntpnces laB epuaciones • ' ^ ^ * 
.f • . . ' . I . . ^ . • . 

. . ^ - x=4 yx + 3=»7 . • 

. ■- • -\ . 

' son e«uaciones equlvalentesj es decir, sus con Juntos .de solu clones 

son uno mismo* ' ' " , 

Por este medio podemos mostrar que ^ . ♦ . • 

..... . . 

. a=b*2^a + c = b + c 

son ecuaciones .equivalentes; es decir, si a = b, entoncear * 
. ; + c = b + c, y si a + c = b. +. c, entonces a = b. 

Haclendo uso de este resultado, se slgue que x = 3 Z 




X + 7 « 10 son ecuaclones equivalentes, pues obtenemos la 
seguiida sumandp 7 a ambos mlerabroB de la ecuacldn x = 3; 

• EjercJLclpB de clase*^-5b- 

1, ,Determ?.iia el conjunto de soluclones de cada una de las 
ecuacidnes, que sigUen y con^3?uebaitii«r»<roluclones, * 

(a) X + 4 = 10 (c) 5 = X + 4 

(b) X + ("2) = 5 ^ (d) '2 = X + (*■?) 

2. Emplea la propledad dlatrlbutlva para slmpliflcar cada una 
. de las. sigulentes expresiones: ' / ; 

^ (a) 2x + 5x - ? fd) {"x) + 7x ? 

^ (b) x + 5x=:-.? i \®) ("x) + ("2)x = ? , 

(c) (■2)x + 5x = ? m (-2)x + V5)x = ? ■ 



Suponte que en lugar de sumar"^rwra5raero conocldo a arabos 
mleiiibros de la ecuacldn x + 7 10, SWamos la expresidn' 2x 
que contlene la lnc(5gnlta. Entonces teSdb^amos 

2x + (x +.7),=».2x +10 * * 

Medlante.la propledad asoclatlva, podrjtamos escriblr el mlerabro 
de la izquJLerda como — 

(2x" + x) + 7 

Puesto que .\ = 1 • x, tambi^n^ 2x + x = 2x +^1 • x » (2.+ l)x = 5x 
erapleando .la propledad ^Sisirlbutiva. Entonces, si sumamos 2x 
a amboB mleiSaros de la ecuacl6n x + 7 = iO, tenemos que 

" / . 3x + 7 = 2x + 10 ■ ' . • ' 

Todo esto esta rauy blen, pero suponte" que se nos hubiera dado' 
-la ultima ectiaclon* ^Cdtno podrlamos volver a la prlmera?^ Como 
obtuvlmos la ultima ecuacldn sumando 2x a los dos mlembros de 
la prlmera,* podemos. obtener la ppclmera sumando "^(2x) *a ambos 
Djleftibros de la dltlma* Veamos si esto es asl» Entonces 

. . +. 5x + J = "(2^^ + 2x + 10* 

Pero (2x) 2x 0', pues ~(2x) es el Inverso adltlvo de 2x. 
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Pero, ia cuanto es Igual ~(2x) + 3x? Lo sabremoa graclas a ia 
; pro]^le<3^ dlstrjjDutiva, procediendo de esta raanera: 

• "(ax) + 3x ^ (72)x + 3x = (~2 + 3)» = 1 V X « X 

• Entdnces, suraando ""(^x) a ambos ralembros de la ecuafcion ^ \ 
3x + 7 = 23!*+ 10, obtenemos x + 7 = 10 cpmo ecuacidn equival exited 
Como la solucidn de e^ta ecuacidri es *3, la eolucidn de 
5x 4- 7 = 2X + 10 tambi^ es 3.- Debes comproba*'. esto para mostrar 
que no nos heraos equivocado, 

Ahora podemos encontrar la solucidn de una ecuacion como ' • 

, - • 4x. + 5 = 3x + 2 « 

Quereraos hall ar una ecvacl6n equivalents en la cual x aparezca 
en un mlembro siolaine?iite. Para conseguirlo, po^mos sumaf "(3x) 
a ambos mi embros, para* obtener • . "* 

"(5x) + 4x + 5'= *"(3x) + 5x + 2 

. Re&ull?a la pa?oposici<5n * 

* * * ■ X + 5 = 2 . " ■ 

' - (Pefc^s :coiitpletar -los calculus necepariOs para llegar a. estie ' • 
resuitado; ) Eatoncesv' si sumamois "5 a los dos^ lados de esta ^ 
ecuac^i'(?n (pues .quereraos tener ^ sola en uh mlembro), teftemos 

(x 5)- + {"5) r ("5) + 2 , * ' 

X +'i5 :+ ("5)] = (C5)'+ 2' ; * ^ 



X +.0 = "3 



X = 3 ^. ^ V' . 
BntQnces x = "3 ^ es^ *equival^ente a 1^ ecuaCion if-x + 5. = ^x + -2^ 
"lo "que mueatra que ~3 es su soi^^cidn. ^ ' - . ^ 
La solucidn de la ecuacion x ~3' es. obvla ^] como .es- 
eqUivalente a la ec^pacidn 4x + 5 3x ^- 2, esta ^tambl^n tiene la 
solu&idn "3. EriVrealidad, un mdtodo para resolver ecuaciones es 
haUar un equlvalerite ,de la ecuacidn p??opu esta que tenga una ^ 
solucidn evideate— es decir, •de.la forma x^= algun numero.'- - 
J^fe^lsemos el procedlmlento qtae* hemos .seguido. Prlme^^o hemes 
^^nado '"(3x) ,a ambos .mlembros^ da la .ecuacidn para db tener uha 
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equacion eqwlvalente en la cual x aparezca eh un solo mlemlDro: 
X.+ 5 = 2. Como querlamos tma ecvaciein en la forma • x = algun 
n^Smero, - hemos sumado luego "5 a ambos mlembros. 

Para estar se^ros de que no heinos cometido ningufTerror, - 
comprobeinQs que *5 es realmente una solucldn de la equacidrt 

* ^ * . 

4x + 5 = 3x + ^ 



SI 



^ = ~3, el iftlerabro de la Izquierda de la ecuacldn es^ 



S^. (~5), • + 5 = ("12) + 5 "7 

Si , x = "5, el mlembro de la derecha |e la ec"uacl6n es 

I 5("3) + 2 = (-9) + 2 = -7 . - 

Entpnces, para este valor de x, el nilmero del miembro de la 
Izquierda e"3 Igua!^ al mamero del miembro de la derecha. Esta 
es nuest'ra prueba. , , 

Por supuesto, hay ecuaciones que no tienen aolucidn. Una 
de tales ecuaciones es x + 3 x, cuya imposibllidad de solucidn 
puede considerarse como obvia, pues hlngiSn niimero puede ser 5 
unidades mayor que si ral«srao. Podemos . sumar ""x a ambos ladds y 
tener ' . . ^ ' ' 

("x) + (x +'5) = ("x) + X ^ ... 

o * ^ t("x) + xl + 5 = Cx) + x . • • 

• . 0 + 3 = .0 

' ^ . 3 = 0 

(Recuerda que asl como "3* es.el numero con la propiedad 
(~3) + 3 = 0, tambien "x el numero con la propiedad 
Cx) + 0. ) ^ • , - 

Entonces la ecuacidn diida es ecjwivalente a 3 = 0. ksta 
no tiene solucldn y, p<^ tanto, la ecuacidn dada no tiene 
solucidn, , * , ( 

Otras ecuaciones pueden tener varias feoluciortes. Gonsidera 
2x = X + X, Esto es cierto para todq vajLor de x. Probablemente 
querr^s moatrar que esta, ecuacldn*ej3 equivalente* a 0 « 0. " 
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' ' ^ B.1erololo8 2 -3a 
1. Empleando los m^todps de la s.eccl<5h anterior, halla^cuati 

iecviaciones~equivalente8 a cada xmB. de las slgulentes equaciones: 

• ■•■ . • •. 

(a) x + T * 13 ... . •» 

(b) 17 = X + ("5) ^ . « . : 

(c) X = 7 . . • i ' 

E. Ettiplea la propiedad aditiva.para rpsolver las ecxAa.ciones que 

se dan mas abajo. ComprueblL t.us i^esultados. • 1 ' ■ * 

ro k 



Ejemplo . x + ("3) = 11. Prlmero juaa la propiedad adltlva y, 
suma 5' a ambos miembros de la e*uaci6ti. Resulta: . 

; ^ Ix + + 3 J 11 + 3 ■ ... 

Por la propiedad asociativa de If adicidn, esto es eqwivalente a . 

X 4. /(^ + 5].= 1^' 

X + 0 =F 14 ■ . . ■ , . .. " 



X 



^Para coinprbbar" este resulfcado, observa que si, x = 14, x + (""5) 
^^es 14 + ("5), lo que es igual a 1*1. V / ' 

' -(a) X + 5 = 6 >g) "2 - (-4). +. X • ■ * - 

(b)' X + 6 = 5 ' (h) X +•! = io • > ^ : 



(c) X + r-n = T-* ' ^ (1) y + "e|) 

(d) X + (-7) = "T ; , -(J); y + 1^ = 1 • ^ \ 

'(e>) t + 6="13 " . -(k) ^^^-r + x . 

(f) 4;=. x + 3 ; '\(i) '^cWci) = ^(^) 



A 



4% 



Aplica la propledad adltlva a estas ecuaciones, sumando los 
ntSmeiSQs indicados, y escribe la ecuacldn resultanUe. v 

Ejemplo. . . 3x + 4 5 (ama • "4) - 

H^x + 4b + = 5 + (-4) , poT la propledad aditiv^ 

33f is r4't* ( '^)] = 1 por la propledad aspclativa . 

La ea-uacion restiil^ante es 3x « i . ^ 



.(a 
(c 
(e 



(c 

(d 
(a 

(c 



2x + 3 = 'to \(suraa "sO 

3bcV lO"- 5 , , f suma ^ ""10) .. 

'5x + 2 = "2 (suma "2) . . ' > 

iQx + Cv) = -9 fsuma lY 

+ 1 = 11 (giQma '1) 

2x + ('5) = 9 (suma\ 5) 

("4)7+ ("5) =1 '(suma-h) ^/ 

iQue niSmero sumas (empleand/b la propledad aditivg) para. 



resolv.er x + 3 = 2? 

iOw^ n^ero sumas (empleando la propledad aditlva) para 
'resolver x + {"J) = 4? 

6Qud relacldn hay entr$ 5 y "5 resi^ectp de la adlcldn? 

• iQu^ relacldn hay entre ' 7 y ~7 respecto de la adl^jlon? 
Si x = 3, ^cuanto es ~x? 

Si X = ^, icuanto es ~x? * 

Si X « 3, icuanto es "x¥ Respuesta: por ""x, 
entendemos el^niimero que. tiene la propiedad x + ("x) = 0» 
■ Entonces para x = ""3, tenemos ^ ^ 

„ (-3) + Cx) = 0 

Pero. sabemos que ("3) + 3 = 0. Entices "x debe ser 
"igual a 3. Conotras palabras, "("3) = 3.' 

W Si xV ■"(*■), icuanto es "x? 

c - . 4.' 

(e) Si xa "7, ^cuanto.es "x? » ' 



6- 



Al comienzo de esta seccidn hemos resuelto la ecuacidn 

, itx + 5 « 3x + 2 

^ sumanao . a ambos miembros de. la ecuacidn. Suponte que 

hubl^ramos coraen^do sumando ~(^x) , a los dos. miembros. , iSe 
podrla encont^ar ra solucidn de esta manera? iTe parece que 
es un mdtodo-mas simple^para resolver la ecuacidn? 

' 7. Simplif 3rca cada una de las siguientes expresiones : 

(a) ("x) + 3x = ? ^ , 

(b) 3x + (Vx) = ? , • 

(c) ~(2x) J- 5x = ? . 

Reauelve esta ecuacion : 23j: + 7 f x. , 

Resuelve est?i ecuacion: 2x + 5, ?= x + 2, ' ^ . * 

10. Resuelve esta ecuacion: x = 2x + 6.- 

11. Resuelve esta ecuacion: 3x + 5 = 2x. • 

El sumar un mismo-numero m los dos miembros de una eciiacidn 
no 69 -el \3nico mdtodo para* obtener una ecuacidn equivalente. 
Podemos tambi^n multipllcar ambos mitembros por un raismo nijmero. 
Por ejemplo, * - ' . . 

^ • .5+2=7 , 

es una proposicidn verdadera. SI multiplicamos ambos miembros 
por • 5,\o^*®^®n*os ^ * . - 

^ 5(5^^+ 2),= 5 - 7 

Esta proposicidn eg tambi^n verdadera. Este es un ejemplo de la 
propiedad raultiplicativa de la igualdad: 

Propiedad multiplioativa de la igualdad.' Si a b sbn^ 
dos numeros iguales , entonces ca = cb. * 

^Es 6ierto que ca == cb implica que a = b? Antes de reg-. 
ponder -a esta pregunta, conslderemos la sqlucidn'de una ecua'eidn^ 
empleando la. propiedad raultiplicativa. Como. nuestiro m^todo de _ 
solucidn gs TOU^y parecido al que emplea la propiedad aditiva de 1^ 
igualdad, en la columna de la i^auierda resolveremos una ecuacidn 
empleando la propiedad aditiva y en la columl^& de la derecha re- 
solveremos una ecuacidn semejante, empleando la propiedad 



multlpllcativa. ^ 

Problema, Resolver 3 + x = 6, , 

Suma prljnej^ el inverso 
adltivo de 3 a smtoos miembros 
de la-ecua^l6n,« p£irii*ob'6ener ,v' 

« *i 

("3) + (3 H- x) = '("3) +*6-^ 

TJsando la propledad asociatlva 

, de la adicidn, ~ 

% • ■ • ' ■ 

V - [("3) + 3] + X = + 6 ^ 

/ . 0 X = 3 
X = 3 



Problema> Resolver^ 3x^= 6. 

Primero^ multlpllca ambos 
' nvJ-embros de la'.ecua-cion^por j, 
que es el Inverse multlpllcatlvo 
3$ para obtener 



^(3x) -= 1(6) • • 



Usahdo la propledad asociatlva 
de ]La multlpllcacion, 

(1 . 3)xW ^ .>6 

1 • X = 2 

' X = 2 



que 



•Podemos emplear este inlsmo tratamiento paralelo para mostrar 

9 ♦ 

sl ca = cb; 2. c =: Oj entonces a = b. 



Probleina > Demostrar que^ 
si . c + a = c 4- b, entonces 
a = b. 

... ^ < 

Primero suma a apibos 
^miembros de la Igualdad "e, el 
Inverse adltivo de para 
obtener 

(~c) + (c + a) = (~c) + (c + b) 

Usando la propledad asociatlva 
de la adlclon, 

[(~c) + c] + a = [(-c) + c] + b 
* * 0 + a = 0 + b 

i 

a = b 



Problema. Para c ^ 0 demos- • 
trar que, sl ca = cb,* entonces 
a = b. 

Primero multlpllca ambos 

miembros por i el inverso 

c 

multlpllcatlvo de c (observa 
que este Inverso exlste sola- 
men te sl c 0), para obtener 

, 1 . (ca) = 1 . (eb) , ' 

.Usando la propledad asociatlva 
de la multipllcacion, 

(1 ••c)afe (1. c)b 
1 • a = 1 • b N 
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Entonces, hemos mostrado que si^ 0, ca = cb a = b s^n 
ecuk<4ones equivalentes. Esto slgnifica que* sj^ c /O. 2. ca = cb, 
entonceS; a « bj tambi^n que si c a « b, entonces ca = cb. 

Apliquemos ahora este resultadoAa la resolucion de la ecuacl6n 

Queremos dejar solamente Jx en un miembro de la/ecuacidn, lo que* 



podemos hacer suraando 1 
esta 3e«cci6n. Resulta: 

3x + 1 



a atnbos mlembros, como al comienzo de 



+ (-!)= 15-+ ri) 
3x + 0 = 12 ' 
3x = 12 



ft 

tormoL X = algtin 



Como queremos encontrar una ecuacl6n de la 
niimero, podemos consegulrlo raultlplicando ambos mierabros por ^, 
inverso (es decir, inverse multiplicativo) de 5/ Entonces la 
ecuacion ^^^^ 

' • 3x - 12 



es equivalente'a 



1 

5 



(5x) = i • (12) 



X 



3x + 1 = 15 



es equivalente^?^ 
4, entonces 4 



Hemos mostrado que la ^cutpicldn 

X = 4. Como *x = 4 tiene la solucicSn evid^nte 

es solucion de 5x + 1 = 15. Por lo que sabemos, podemos estar 

seguros de que si no hemos coraetkido algun error en las operaclonea, 

X = 4 es la solucion de la ecuacion Jx- + 1 = 13. Pero como con- 

♦ 

viene estar seguro, es una buena practica verif icaf la respuesta 
para cerciorarse de que es realmente una soluci<5n. Si reemplazamos 
X por 4 en 5x + 1, obtenemos 3 * 4+1, que es igual a 13. 
Esta es la verificacion que que3rfLaDW_s. 

EJercicios de clase jg-3c ' 
1. Indica cual de las propiedades, aditiva o multiplicativa, de ^ 
la igualdad debe usarse y qu^ numejx) debe sumarse o multipli- 
carse pau?a resolver las siguientes ecuaciones: 
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(a) 


X + 10 = 22 




18 + y » 8.6 




' 6.2 + X a 1. 4^ 




y +. 6 ». 5 + 3 


(c) 


("2) + X =^1^10'*,: 


(J) 




(a) 


5x = 15 ^ • 




. 19 = 6 ^ y 
2 

J-n = 15 + 0.4 


(e) 


> 

< X . 


(1) 


(f) 


14 - X = 0 i 


(m) 


45 ' b 


(g) 


(n) 


'1= 1, c ^0 



♦ 



.1 ' 

Halla los iQve3?B0B de cada t;inQ de los slgulent^s n\Smei*os : 
(a) ?• ^ Bespuesta: j es el InveB^o^ presto" qijie 7(^) « 1 



5. 



1 



(c) -5 . ■ / , ' 

(d) ^, Respuesta: el lnverso*^Qe un numepo b se define 
como el nilmero ^ tal que^ b(^) = i; Corao J-(2) = 1, 
2 es el Inverse de ^ * . 

Halla el Iftverso adltlvo y el inverse multlpHcatlvo de cada, 
uno, de Icfe nuraeros que slguen, tenlendo culdado, de Indicar 
cual es cu&l. ^ " / s 

(a) 5 (b) ^ . , ' r 

Ejeralclos 2 -3b — 
Halla los inverses, aditivo y multiplicative, de <\ada ung de- 
les niameres que siguen, teniende cuidado de indicar cual es ^ 
cual. . . . 



(a) 7 * (c) '2 



• ^ ' • ■. ■ . . \/' 'M- -''i. 

2. Indicwido . slempre d6ncle empleas las pj'oplada^es ^di^dr^y 
iSultlplicativa de la Igualdad, re^uelye cada vna.^e. las 

• - slgulentes ecuaciones: . . • 



(a) 5x + Z 14 ; 



Probemos nuestros .metodpB con es^ 

*Prlmero quereraos encontrar una'e^aQlon equlvalel^^ en la ci^al \' 
^ todos lo3 t^irolrioB en x estan^n un. solo mlembro. Si^eamos.la 
propledad adltlva, soJuDaancI^ a ambos miemlSpos-i - / 



+ ["4)A+ 2] = + (2x +-^) 

Usando*la* pjpopiedad asoclatlvk de la adiclon, tenemos es1ja ecua- 
. cl6n qufe llamaremos T^H* / ' ' 

AJibra -^x + = 0, pbes "-{^^ ^ es el Inverso adltivp de 

jr^bl^n \por la propledad aSsatributiva, ^ ■ 

• ' -g-x + 2x'= + 2)x ' . 

* Eintonces la %cuaci6p (A) es eqftlvalente a ., 

• ■ * 0 + 2 = + 2)x-+ ^ ; 

... ee declr, . \ . - , . ^ . . - ♦ 

\ ' ' . ' 2 =. fx + f , • ■ 

* ^ Corao queremos que el termino en ' x este alslado en un 

- * - ^ . -•' . ^ » ^ 

, mierabiTO dB. la ecuaclon," podemos emplear aun la propledad adltlva 

1 * 

y sumar ^(-fr) a ambos miembros de la ecuaclon para obt6ner 



Comg Queremds >Ana ecuacl(5n;de la forma, lan nilmero = 

podemos -usar la propieda^ multlpllcatlva y muitlpllcar aiabos 

2 ^ 
miembros por -f-, el inverso de para obtener 

^ n . 

- ^ 2 3 2 *S 
Pinalmente . (necesJTtaras efectuar algunas »etapas del calculo), 

^gnemB," ~- * ' . ... ..2....^.. 

^Et^torfces* ^ es la soluclon de \a eauacidii (^)^ - 2x ^ 

La .obtencldn de este resultado fitaT^exigldo largo proceso 
y h^mos corrido el rlesgo de equlvocamos, Deberemos,^ pues, 
verlflcatr nuestro resultado. 

Si. X el mfembro de la izqui'erda' de la ecuacion^ ^ 



\ ""(y)^ + 2, .se transf orma! "(^) * |- + 2 = (^77) + ^ = 
X . 20 ^ 1 7 • ^ 



Si 



3c =^ el mlembro de la derecha de la ecuacion, 2x + -i. 



se transforma en 2*|- + ^= ^+-^-'-iQ-4"^^ 



Bsto muestra^que para k - ^^^^ Igual a 2x 4- -g-. 

Hay otros mdtedos, para resolver esta ecuacldn. Uno de ellos 
cowenzarla multippllcando ambos mlembros de 1^ ecuacidn por 3, 
para hacer desaparecer las fracclones. En uno de/los ejerclclos 
slguiehtes se te pedlra que uses este metodo, 

\^ > , EjerclclQs/de . cjfe'e 2~3d 

U ^6^^^ propiedad s*e*usa, y cdnio se usa*, para obtener la segunda 
ecuacldn de la primera? ^ * - . ^ 

EJeinplo « ( 1 ) 2x + 4 = 7 ' « 

(2)-" 2x = 3 propiedad ad Itiv a, sumando "4 



0*7 



(^) .(1) ^k + V=^ 1^ (f) (1) |x« 10 

' (2) ^icf= a ^ ^ . (2) 5 ^ 

(to) (1) 1.6 = 4y ^ ^ (g) (1) O.Jm - 7.2 = 5 

. (2) 0.4 ==.y ^ (2) 3m - 72 =^ 50 

♦ 

(2)' 2(m + 5) = 16 (2) ' 4 = "26)1 . j 

<d) ■ (1) 'x = 5 • , (1) 53^*~. 2 = 6 . 

(2) X = "5 ■ • (2) 2x - 2 = 6 

(e). (1) 2(y + 4) =-8_ . ' . . 

(2) y + 4=4- . ' 

Resuelve y "com^ cada una de las slgvientes .ecuaclones : 

(a) 3y + (-2) = 7 ^ (e)" 2 = 

(fe) 7'=3x+V| (f) 0.1-4 +x= 5.28 

(g) 6 - 5w (g) 5x'" 7 = 2x 

(d) - 1.7 -/1. 5 ' Oh) 7^- 2x 

iBj'erclclos 2-3c — ^ 

Resuelve las ecuaclones que siguen^ empleando las propledades 
de "igual". Justlfica cada una de las etap^s de tu calculo. 

(a) 2x + 1 (?) , I - 5. = '4 ' . 

,(b} ' y - 2 = 6 (d) " 3x - 5 = ^4 * 

Resuelve las slgyientes ecuaciones: , 

(a) x + 3 = 5 , (e) y.- 3 =^ ^* ^ 

(b) 3 + y = "5 • '(f) 3 - u = 

(c) 2v + 3 = 5 , (g) 2w - 3 = 5 . 

(d) 3 + 2m = "5 , . . " (h) 3 - 23 = "5" . 
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• *(i) 2w + 7 » 5w + 1 ' *(k) 2t^- fl =; 5t + 1 ■ 

15. -h .2w = ("5)w + 1 *(1) 15 - 5w ="2w + 1 ' 

5. (a) iQue numero* debes- usar como multlplieador para resolver 
la eeuacl6n 9x = 27? ' ^ • • 

• ■ ♦ ~ 

numero debes emplear como multlplieador pe^a resolver 
la ecuacldn =4? * • 

(c) ^Qw^'niimero debes emplear como multlpll^cador para resolver 

ii 1 

la ecuaclon ^? . * . 

(d) iQu^ relacldn hay entre 9' y respecto de la multl- ^ ^ 
pllcacl<5n? _ . : 

(e) iOwe relacldn hay entre 3 y 4> respecto de la multl- 
pllcaclon? 

(f) iQu4 relacldn hay entre ^ y ^, respecto de\la multi- • 
pllcacldn? - . ' 

\, Al resolver una ecuaclon como 5x + 1 = 9, has aprendido a 
emplear primero la propledad adltlva de la Igualdad (para 
. hallar 5x) y luego" la propledad multlpilcatlva de la Igual- 
dad (para hallar x). Algunaa veces puede resultarte mejor 
invertir el orden en el cual usas estas propledades* 
Empleando primero la propledad multlpilcatlva, .resuelve* las 
ecuaclones slgulentes: 

(a) 4(x + 1) = 12 

, (b) ■ 7(x - 2) = 13 

X + 9 _ 
(c) — 7-^ = 5 
-* 

5. Para resolver la ecuacldn ■j-C'x) + 2 = -g- + 2x, comienza raultl- 
plicando ambos mlembros- por 2 . y obten la ecuaclon equi^- 
lente ' 

("x) + 4 = 1 + 4x V 

» • - ■» 

Luego halla la solticldn de esta ecuacldiq, ^Esta estio ^de 
acuerdo con 2j&, que se esttidld antes? ^Te parece que este 
metodo es mas facil que el otro que empleamos primero? 



5 ^0 
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2^4. Resolucidn de Inecuaciones . * ^ 

En la Seccidn ^--E hemos obtenldo por •inspeccion las soluclones 
de varias ineduaclonfes. ^jjj^ resolver inecuaciones pueden em-" 
plear tambien los m^todosjaue seguimos en^la s^eccldn anterior ^raV 
resolver eeuaclones* Para mostrar la analogla^ resolvamos una 
ecuacidn y una inecuacidn relacionada con ella* 



Para resolver^ x + 4 ^ 7^ 

Suma ^4 a ambos mlembros de 
la ecuacidn^ empleando la pro- 
pled^ad aditiva de la igualdad: 

(x + 4) + (-40 = 7 + ("4) 



Para .resolver x + 4 < 7, 

Suma "4 a ambos miembros de la 
inecuaci»dn, empleando ^la propie- 
dad aditiva de la^desigualdad : j 

Usando la propledad asociatlva 



de la^j^adlcidn, • 

X + [4+ (-4)1 < 7-+.("^) 

X + 0 < :> 

^ • X < 5 



Usando la propledad asociatlva 
de la a^aicidn, 

X + [4 + (-4)] = 7 + ("^) 
X + 0 •= 5 
X = 3 

Sabemos ^que cada vna de las ecuaciones de la iEquierda es 
equivalente a todas las demas,' En la columna de la derecha supone- 
mos.que se pueden ,establecer las mismas propiedades para las in- 
ecuaciones* Teneiiios qiae mostrar la propledad aditiva de la des- 
igualdad: - ^ ; 

Pr^piedad aditiva de la desigjaldad . Si a < b, ^n^onces 

a + c < b c 

Para ello, supbnte que c =^ 5* Entonces a < b slgnlfica que 
sobre la recta numerica horizontal, el punto que representa al 
numero a^ esta a la Izquierda del punto que representa al : . 

*n\Smero b/ Ahora, el punto que representa al numero a + 3, qsta 
3 unidades a la derecha del punto que* representa al numero a; 
el punto que representa a b + 5, esta 5 unidades a la derecha 
del punto que representa a b. Entonces el punto que represehta 
a a + 5^ esta a la izquierda del punto que representa a b 4- 5» 
Esto sigriifica que 

a + 5 < b + 5 
En segundo lugar, si c fuera 



5, el punto que representa al 
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nmero a + (""5) est^ a 5 unidades .a la Izquierda del pun to que 

pepresenta .al numero a, y otnrrre lo mismo eon b + {^5). Nueva- 

mente , * . . > ' . 

' a + (-5) < b + ("Si 

Mira esta flgura: 



/ 



0 0+5 

1 . 1 



1 — 1 


— ^ 


h— 1 1 1— 


\ 1 \— 




• 


E) 


b+5 











r — - 

_4 1 1 1 






— ^ — 




1 — • — 


— 1 — \ — 


* 

3 





En general J si . c es un numero posi'tlVo, el pun to repre-- 
sentado^ por , a + c esta c unidades a la derecha de?. p^ugi.to 
representado *por- a, y de manera aniloga para + p 2^ 
•Luegp, si c es un numero posltivo^ y ' 

si . a < b^. entonces a + c < b. + c, 

iPor/iue valdrla el mismo resuJLtado si c fuese un numero *negativo? 
esto bemos mostr^do la pi^opiedad ^faitiva de la desigualdad, 
>ti Exactamente como en el oaso de la igualdad, podemos mostrar 
lo slguiente : , . ' 

Si • a < b, entonces a c < b y si a + c < b + fe^ 

♦ entonces^ a*<C b* 

Esto nps dice* que si sumamos un mismo niimero a amboS mlembros de 
una desigualdad, tenemos una desigual'tlad equlvalente* Por 

\ejemplo^ la desigusildad 

. X + (-5) < 8 

es equlvalente a la deslgualdad [x + + 5 < 8 + 5j es decir, 

^ X < 11 . ^ ' 

• ^ 

, ^ EJerclQios 2-4 

1* Determlna el con junto de soluciones de cada una de las 
♦siguientes inecuaciones : c 

' (a)- X + 5 < 7 ' (c) X + ("2) < 8 

(b) 7 > X + 5 .(d) y + (~5) < 10 



4. 

'5. 
»7. 
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(e) • 10 <7y t t;^) >lv ' (^)h 3*'> i <^' + . \ • 

(f) .2X + 5 < X '4 2 . (J) "-n-X + '3.> "(4)^-+ ^.v' . ., 

. (g) X + < 5 ^'Xv ' Ik) f;t.2x'<^ + *c#>; ' -i . >^ 
(h) X + % > $ •+ X *• . .J >i * ^ 

2, " Muestra que s3; c e's'un nUraero negative V, si a < tx, entonce'S" , 

a + < b + c. . • *V ' / . * 

3. Emplea la p«*opleclad .adltiva de la dgslguAldad para mostrar .que 
si a + c < b + c, entorfces- a < b. ^ (Esto se puede lograr con* 
el mismo m^todo que hemos empleacao para las igualdades* ) 
SI. a > h,^ les cierto ljue a + c debe ser mayor que b + c? 
S^Tes asl, muestra por qui^^'^Sl no es asl, muestra per qud no. 
SI a ?^"b, idebe se3? cierto que a c ^^b c?^ Da^azones / 
para justificar tu respuesta. * ^ , • - * 
SI a < b., ^debe ser cierto que -2a <-2b? Muestra por qu4 es 
cierto. ' I • 
Si- a < b,* idebe ser cierto ,que ("2)a < (^2)b? ifov qu^ si 
o por qu^ no? , * * ^ 



2^5. Proposiciones num^ricas con do s incognitas 

En los ejemplps anteriores de f rases y proppsiclones num^ricas, 
habla una sola incognita* Podemos tambl^n tener mas de una inctSg- • 
nita# Observa esta proposicidn: 

■ X + 1 = y 

Si X = 3 £ y - 5f ies la proposicidn verdadera o falsa? 31 
X = 7, iqu^ debe ser y para que la propo^clon aea' verdadera? 
Si y =!,~6, erltonces. tenemos x +. 1 =* "6. iCuanto debe ser x 
para q\^e esta proposicidn sea verdadera? iComo aprendiste a 
resol^ver una ecuacion tal cotno x + 1 - ~6 en la Seccion 2 -'5?. 

"'Cada solucion de la* ecuacion x + 1 ^^»^^es un par de 
'numeros. 'Podemos construir una tabla con algunos de esos pares: 



ERIC 



Tabia para vx +1 = y 
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Antes de oontinuar leyendo, qopia ei^taTJftbla y couplet a los ntimero^ 
que fait an» Por ejemplo, para ^coiriple tar M tercera fila/ Teem- 
plaza X por 2 en la ecuaclon anterior, Vproponte via sigutlente , 
pregunta: "^Cuales son los valores poslb^leAde y?^^' , ^ ^ ^ - 

Serla mejor que leyeras el res to de esta cajiltulo con lapiz 
y papel en mano* No pases a un nuevo parrafoWlentras no res;- 
pondaa *a todas las preguntas del parrafb que estas leyendo. \ En . 
una gran parte de esta seccioh encontraras conveniente usar ademas 
pa^el cuadriculado y regla, \ , / ^» » 

— — ^iSl X « 0 e y ^ 1, la ecuapldn x +v 1 y es yerdaderit* ; 



Entonces^ declmos que. el par (0, l) es* una- ^bluclon de la 
ecuacidn* * Observa que la soluorf-on es dlstiqta seguA que numer6 
se pienclone primero. El par (1^0) no es una solucion, piaesi : 
si X 1 e y ,= 0, entonces ' * 

X 4^ 1 = 1 + 1 i=:t ^ * (no 0) I 
.de manera que la ecuaclon x + 1 y ^ ' . s:^ 

no es verdadera* ^ ^ / 

Recordaras del Capltulo 1, que se llama" pav ordenado a un 
par en el cual los objetos se <ionslderan en^detei^^i^ado orden. 

El par ordenado (2, 7) es el mlsmo que el .par ordenado 
(x, yV si X = 2 e y ^ 7, y solamente ei) tal caso* Este par 
es dlferente del p^ir ordenado (7, 2),» i * 
V El conjunto de soluclones de la proposlcion ante^^ior, . 
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X + , \ ^ y 

4> 



es un con Junto de pares ordenados de numerbs. ^^Para* que nuirie-To y / 
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• es ©1 jiar- oi?aenado (2,. ,y) • elemexito d^el cort^upto, de ao.lu(?iones?,^, 

* iad9, toma dos f'ectas o.omo.'e^ea de absclsas^y >r<3erfadas cpmo eii el. j 

.*> "* Capitulo 1/ y X^bu/alas en tra^o^grue^^ a tlapiz* v'Maroa l^s ,rectas . r 
• ^ vertical y hoipizontal.icbmo .se indica a. continuaai6;i : 
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* - Marca en el. papel • cuadricuiado: 3L/?,a .0u»^tW*\ {*0* iyi J(4/v2i^ 
" v .V Guyas coordeakdas esijaai' W\fiY^ 

V? . . '^ . 4Qu.e observas con respecto a 'esjs. *p^n^o4 ^ ^'^X^. 'I^^® ^¥"1®: ' 

figuia.,geom^Wica simple^' '^A qu^. Goi^i^nto 'daw^ 

">"• ' • cpn Junto de puritos 3e''llW :La> graflcA de- la pr^^^ . .. 

- ■ * o ecuacion; * dada. He aqul la^rafleVfae x 'i^^^^^ . 

..... . ..... . ... ^.(^ 
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^ Eftsayemos t>tm yjemplQ.- : iCual es. el con junto de soluclones 

'^V ' ^^T^^^'^--.^ ^ .clerto valor, •obtenemoir;una ecuacifiin en y para " 
*. resolver. Si -ensayamos dlferente'a valores de *x, obten«mos 
difer^tes ecMacl ones en y para resolver.. Analo^amente , si 
. b ,,.?nwafQOs. differentes valores cje "y/ oUtenemos dlf erentes ecuacione 
'iV ,:%n X para resolver. ' ' * " V . ' 

<K ^ Por fe^^mplo: Sea x = "3. £sto da la ecuacldn 

r ■ V . ^("3).+ y = -1 • V ' " 

. ' ("6) +y«= , . ^ " 

' ■ .; - ~ ' -. ■ 

• .;Resolveraoa esta ecuaci'on con los raetodos aprendidos. en la 

. . Secci6n 2-4. f " ^ . ' * 

6+[(6)+y] = 6if("l) por la pr^piedad aditiva/ 
f ^ + ( 6) ] + y = 5 . ^ por ia propiedad asociatlva 

entonces y = S de la adlc'idn 

. Si y = 5, , • • ' . 

. luego • ("6) + y= ("6) +5-= -i 

entonces ("6) + y = "1 . , . * ' ♦ 

. Por consigulente, 5 es jina solucidn,. la ^nica solucion. 'En 

oonsfecuencia, 5) es una solucidn de la ecuacidh 2x + y = "1. 

Sigue este ejemplo para co^pletar la tabla de solucid:nes de , * *" 
2x + y ^ "1 qu^ se da a. continuacidn. Probablemente puedes 
ef ectuar mentalmente algunas etapas del \calculo. 
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Cuando ae complete* esta tabla tendremos siete pares ordenados 

de ntimeros', que est& en el conjunto de sbluoioneS de la ec^uacidn . 

2x Toma un eje de abscisas y -an eje^de ordenadas en el 

papel auadriculado' y localiza los ptintos. cuyas coord enadas son esoi^ 

t)ares ordenados. ^Te parece que todds ellos est^an sbbre una recta? 

.Traza la rect^i Plja sobre^ la recta^un pun to que no sea xano de lo^ 
♦ * • ' ^ 

slete que has dlbujado. ^Puedes hallar las coordenadas de ese 

punto mldiendo'^clertas dlstanclas? Las coordenadas f orman nan ,par 

ordenado'de numeros. SLtu dlbujo y ^tus^.medlclones fue^en exactos, 

Qst'e par ordenado %staria tambl^n en el conjunto de 'soluciones de 

la ecuacidn; ^Lo, esta? » \ ^ 

%-Npon*los ejemi>?os que has ^sto en esta seccldn y en el ^ ^ 

'Capltulo. 1^ probablemente has . conjeturado que la grafica de cual-- 

* * * ' » * * 

quler fecuacidn de la forma ^ 

** * ' • 

ax*V by*= c * ^ , 

— en que a, b 2. ^ n^meros .conocidos^ — esta ^obre una recta. 

Esto es clerto* Por tal motivo^ llamamos h'abitualmente ecuacidn 
llnea'4^ a toda ecuacidn -de este t±po. 

\ ' Ejerclclos 2 -5a 

1. Construye una tabla que muestre algtinos de los pares ordenados 
del conjimto de soluciones de cada una de las ecuaciones que 
slguenn, tJtilizando el mismo par de ejes, dTBuja las graficas 
de cada una de las sigulentes ecuaciones: 

y = X 4- 1^ y-r. 2x + 1^ y ^ 3x 4- 1 e y ^ ("2)x + 1. 

2, Haz lo mismo para y = x+1^ y^x4-2, y=x-h 



5. Haz lo misn^ para x+y^^O^ x-hy=1%y x + y== 1. 

^ Haz lo mismo ^para ^ + ^^=^^1 J*"!""^* 

5. Haz ,lo mismo para y = x+1 ^•x + y=1. 

Haz lo mismo para y = 2xv+ 3 ' £ y = '^(^)x ^ 3\ , * 




Veamos btro problema en qu.e apjarecen dos Incognitas. ^Cuales 
son las longitudes poslbles *de lo's ^^ados de un rectangul<> si el , 
perlmetro es l6 pwlgadas? Si- llamamos x pulgadas e y pulgadas 

* * 

a las long^itudes de dos lados adyacentes respectlvamente^ tei^dRemos 

* Sin embargo, ' i tengaraos cuidadoi, Esta ecuacidn no es una 
^ traduccidn.^exacta de la* sltuacldn real al lenguaje matematico. 
^Puede ser' la longi^tud 6h un lado de un rectangulb ,urt niSmero 
negativo dfe ptkLgadas? ^Puede ser cero pxilgadas? Tlenen que ser • ' 
X > 0 £ y > 0; -la pi^poslcipn num^rlca que realmente describe 
la situacton es esta: - . 

V * • > # 

2x + 2t^^ 16 ' 2. X > 0, y >-0 

" * ' a • • 

Podeinos haTlar varios par^ ocdenados" del con junto de 

- soluci^nes. iCuales' de los siguieiirtes parfes s<Dn soluciones? 
* 9), (1, 7), (2/6), ^ 

(J, |), ^ (5, 5), Ci, 2)', . ^ . 

. - - ■ . (8, 0), ■ (9.5, .'1.5) 

/^iecuepda que para que sea solucidn, un par ordenado debe hacer I 
.que la proposicidn numdrica completa sea v^rdadera. 

y - * 

2x + 2y = 16 2. X > 0, y 0 . • 

La grafica correspondiente a la e<?uacidn que aparea^ en la 
proposieldn num^rica anterior esta sobre una recta. Dibujala. 
El resto de la propsslc^^ "x > 0/ y > 0", 'dice que el pun to . 
correspondiente a las condicionea. establecidas .deb.e estar en 
cierto cuad$>ante.« ^En qu^ cuadrante? La" grafica de la propo- 
sicidn nvi(i(^rica dada es, la parte de la grafica de^2x + 2y = 16 * 
que^l^a en^^ primer c^iadrante. 
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L segraento sin, svs 



^ La gr^ica es un' segraento sin, si/s extremes/ como se. Indlca 
aqul: 
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iCuales de las solutiiones; antferlbres de la: >^bpos±ci<5n. • 
pumerica hsafi, sido majr'cadas en la ^Jjaf ica de la f Igura? 

En es"te ejemplo hemos visto una p^posloddn num^rica const3?*f 
tuida por varlas proposiciones mim^ricas mas breves, ■ una; de las -^ 
cuales e»a una ecuacldn. Veataos otras proposiclones num^ricas dfe 
este tlpo, , - ' k 

Carmen tle^ie en su porjilmonedas 3 ddlares; en monedas de diez 
centavos y de veinticinco centavos. iCual^Q son las ^oslbles com- 
blnaciories* que ella puecle tener de estas monedas? ' ^ - 

. . Sea d el nuifiero de raonedas de diez centavos ( "dimes" )-^ ";q — 
el numero de monedas cfe .veinticinco centavos (cuartos). As! como 
el valor de 5 "dimes" es 10 • 3 centavos', el valor de d "dimes" 
e« TO • d centavos. . El valor to^l d^ ^as monedas es (lOd + 
25q) centavos, y esto debe ser igilfc. a 3 dolares. Pero^espera 
un momehtol Debemos ponernos de acuerdo sobre cdmb contanfos las ^ 
monedas: en centavos o en dolares. Utillcemos centavos. para 
todos los calculos. Entonces, 3 dolares es igual a* ^300 centavos.. 
Por consiguiente* el par (d, q) es una solucidn de. la ecuacidn 

lOd + 25q =*300 • ' 

Muevamente, jcuidadol Carmen no puede tener veintisiete y 
media "dimes", ni "5 "dimes". Las incognitas de este problema 
deben ser numeros enteros ^no hegatiyos. La proposici6n numerica 
que realmente describe esta sltuacion es . ^d + 25q ^ 500, d, * 
comcJ*' tamblen q,'son enteros no ne^atiyos^ El , con Junto de # 
solucion^s de esta proposiclon' nutnerica consta de sleteHISires 
ordenados: ^ ^ ' • 
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: • (<5,. J2), (5, (^0, 9), .(15, 6), 

/ • (20; "4)5 (25,. 2), (36V 0), . 

La grkfica de esta proposlcl<5n num^rlca conslste* solainente ^n* 
slete' pmi1l?os . ^ • , , 
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, Puede§ estar en desacuerdo con esta solucldn^ en un detalle, 
pues hay otra manera de interpretar el entmclado: "Qamen tlene 
^en su portamonedas 3 ddlares en monedas de dlez centavos y de 
^ velnticlnao t^entavos". ^Incluye este enunclado la posibilldad 
de que no^tenga ninguna moneda de die^ centavos y doce monedas de 
' veljnitlclnco centavos? Algunas personas .dlrlan que sf y btras 
dlrlan qye no» S±* tu respuesta es "no"^ debes exclulr^dos^ 
soliaclonesb: hlngun "dime" y 12 cuartos^ y 50 "dimes" y*nlng\5n 
, cuarto. , Estas soluclones estan repi*esentadas- por lo^ pares 
ordenados: (O, 12) y^ (30, O). ^ It ' 

' Ya hemos determlnado, las graflcas de clertas' ecua^jiones, 
Ahora' veamos c6m® es la graf lea de una Inecuacidn* Gomparemos 
primero la tabla .de soluclon*es de y = x + 1,-que ya hemos 
-encontrado,. con la tabla de soluclones de y > x + 1. 
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y > X + 1 
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►Esto pone cJe manifiesjbo que para x ^ .1, por ejemplo/ y puede 
ser Gualquler mme3?p iiiayor^qiae 2j y puede ser no' sol^lJ^gnt^ 5^ 
4, 5, etc, / sino tambl^n 2^, 2^ o 2. Entonoes, la graflca 
de y > X rh 1 tlene la forma q\ae se Indlca en' la figura. La 
grafloa de la Iriecuacldn no incliiye la rect^ mlsma, por lo ciial 
ste la dlbuja como llnea de t3?a20s, * 





(La llnea 9le trazos,^ la graflca de^ y + 1» Ningun punto 
de^;esta recta esta j^n la graflca de y > x + 1,) 
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^ iCwal es la. graflca la aifeuiente Inec-uacidn con dos 
incdgnltas? * ' " ** ' 

, - ' • *xy > .0 • , . . * 

•La (Jesigualdad dic^ que el producto de x e y debe ser posi- 
tivo* iQu^ sabea acerca de dos num^ros cuyo producto es un nu- 
mero positive? ,iPuede ser cero alguno de los dos? iPuede x 
seropositive . y ser negatlvo*en el par (k^ y)^ del conjunto 
-de solu clone s? i^Jll par^ (x, y) fes una solucldn si t^3^p * x como 

o si taunt to X como y son j 



I 



y s6n 



Completa 



los espacloh en bianco* La graflca de esta Inecupcidn consta, • 



entbnces, de los cuadrantes 



completos* 




Conslderemolb 'Uri^ ecuaeldn que no es lineal* Por ejemplo^ 

y - 

Si en esta ecuaoion tpmamos un valor conocldo para x, no es 
^dlf^cll resolver^la ecuaclon ^esultante en la incognita y. 
^Completa las sigulentes tablas de valores: ^ 
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f^arcia eatos puntos en 6l papel cuadrlo-ulado. 
gi?afica de la ecuaclpn* ^ ^ 



Luago traza la 
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Esta curva se 1-lama una parabola. Es una curva rauy Importante 
que aparecfe de rauchas maneras en problemas que se refieren a 
fenomenos. naturales, LQa- punto^" de esta' curva son 'aquellos cuyas 
■ coordenada^i (x^ y) son soluclones ,de y = x . Todos los p-untos 
con coordenadas (x, x ), donde x representa un mimero cualqulera 
estan sobre la parabbla. iD6n6e estara un punto^de coordenadas 
(x, y) si y > x ? Si un* punto (x, y)* esta por encima de la 
parabola, iQue pu^des deoir acerca de y y X ? ^Cual debe j?er 

mayor? - * ' • 

El conjunto de soluoiones de la proposleidn num^rlca 

^ , y > x'' 
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es el 'con junto de t<>dos los pares ordenados (x, y) para los 
. cuales y > x^, y la gr^flca de esta proposicldn aBlerta esta 
contenlda en la region del piano por encima de la parabola que' 
hemop dlbujado antes, Esa grafi(5a no incluye la curva nilsma. 
L91 ^pd^lente flgura ers la grafica de y > x. . 
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- Ejerclolos Z-Sb . 

(a) Dlbuja, referldas a un mlsmo par de ejes, las jgrafldas 

de las slgulentes ecuaclones: y =s x e y =• ~(x ). 

g — / 

e y = X. 



(b) Haz lo mlsmo para y = x _ 

(c) Haz lo raismq para xy = 1, xy "1 ^ xy. = 0. 

2.^ Dibu-da las graficas de las slgwlentes proposlclones num4rlcas! 

(a) x t y '= 1 > 0^ y > 0 

(b) X + y = 10 ^ X £ y son enteros positives, . 

(c) y x^ 2: < '1 - J 

(<3) y =" 1. (Sugerenclat :<Esto eV4«U)aislno que 

•y - 1 + (0 .* x). ) «/.' • , 
2 



(e) 

(h 

(g) 



y- = 1 
X = 1 
x^.O ' 
X = 6 £ y = 0 
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{±) X + y = 0 " ' , \ 

'V(j) y = el.may^ los ini5me3X)s x'+ 1 *2. 2 - x. 
*(k) y « X cuando x > 0 e - y'^ "x .cuan^ x < 0. 
5, Considera la proposici&i hum^rica . * v 



. enteroa no negs^tlvos", * 

donde el espaclo ^^n, t)lanco se Jlena con oada*"una de las 
6cuax5lon6s que elguen. Haz una llsta del conjuhto de solu- 
clpnes*en cada caso y escriW^ el numej^o* de^ soluclones q,ue . 
tiene la proposicidn. i 

• . (a) X + V = 1 • V (k) X + 2y •= 3* \ 

(b) x+y = 2 ■ - (h) x,+ 2y=/4^ , 

, (c)^x + y= 20 . (1) x +2y3.25 ... 

(d) X + 2y == 0 (J) 5x + 7y = 35 

{e) =1 (k) 5x + 7y = 36 

(f ) X + 2j ^ 2 (1) 5x + 7y = 37 

4. Una cadena de almacenes tlene 5 toneladas ' de \af ^ en sus 
..depdsitos en lJueva Orleans. El total de cafd deposltado se 

envla a razon de s ^oneladas a San Francisco- 2. ^ tonelad# 
' Si Nueva York, pero dfe raanera que .no vaya todo el caf^ a uno ' 
solo de estos dos. sltlos. -Escribe ex). slmbolos -una proposlcldn 
niim^rlca- que deacriija la relacidn ^ue hay entre s jr^ 
' Dlbu Ja la gr^f lea de este. proposl'c.ldn num^rica respecto 
par de ejes deslgnados*^oon''"3" y "n". 

5. Dibuja las graflcas de las slgu;Lgntes inecuaciones : 

^ (a)'- y <*x^ " • . « (c) y < "Cx^) , 
(b) y > 4x^ • « Md) y^ X 

6. En un problema anterior has usado 1^ 'relacidn P = |-C + 32 
• entre las lecturas de la temperatura' en un termdmetro 

PahrenJ^eit y las lectia:ras de la temperatura en un tenmdmetro 
CentlgraQo, ambos "cblocados eh^el mlsmo sitio. Dibuja un par 
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de ejes, designando con la letra P al eje vertical y con 
;ia letra 'C al. horizontal. Toma una unldad de dlstancia 
puficientemente pequgfla y una hoja de papel suficientemente 
grande para que cgi,da uno de los ejes contenga I03 puntos "50 , 
y 50, Traza culdadosamente l,a graflca de la ecuaclon ante- 
rior y responde luego a las preguntasp».{a) y (b)* mldlendo 
<OlertaE^ distanclas en tu dlbujo. <^ % 

(a) ' iCual es la temperatura que se ^ee en un termdmetro^ ^ * 

Fahrenheit si la lectura en un termdmetro ^CentlgracTo 
es J^^rados?, si es^ ^15 si^ados? 6^ si ^ 0 
grados? s± es ^ grades? ^ • . 

(b) iCual es la temperatura que se lee sobre uri; termdmetro 
Cein^tlgraiio si Igt lectursi en un termometro Fahrenheit es 
^30 grados? lY si es ^15 grados? si es 0 grados? * 
^Y si es 50 grados? , * * 

(c) Comprueba tus respuestas resolviendo las.^ecuaclones 

" apropiadas. Recuerda que es Imposible hstcer una'figura 
o una medicidn peri* ecta, iEn cuanto han diferido tua 
respuestas a las preguntas (a) y (b) de tus res- 
puestas a esta pregunta? 
El franqueo para la corre^pondencia de primera clase en los 
Estados Unidos (segun lo ha establecido el Gongreso en 1958) 
es cuatrb centavos per onza o fraccidn de la>jnlSYna. Es decir, 
el franqueo- de una" carta que no pesa mas de una onza, ^Jwesta ^ 
cuatro <5entavos, el de una carta qu^g pesa mas de una^-^^^SfirSa pero 
no mas de dos onzas cuesta ocho . centavos^ ^ asl suces^jy amende,' 
Dibuja una grafica del costo del ffanqueo de la correspon-^ 
dencia de primera clase para todos los pesos hast^ 6 onzas, 
tdmando un par de ejes y deslgnando el vertical con c para 
Indie^el costo en centavos^ y el horizontal con w para 
indicar/el peso en onzas^ La primera parte de la tabla ets 
aal: \ ' ^ ' 



1 • . • ' 

♦ 

. > HI 





c 


w > p 2L w < 1 




1 < w < 2 


8 


^ 2 < w < 3 


12 



w, deW'ser 1 o Qualquier 
niimea?o" menor que . 1 , pero 
^ebe ser mayor ".que cero. « \ 
Analogament,e; w as mayor 
que . 1 y toma cualquler 
valor menor o Igual quf dos#. 
PROBLEMA DIPICIL.- , Carolina pregunto a Eduardo cual era la 
temperatura en la nevera. Al^olr la respuesta de Eduardo, ^ 
Wlvld a inqiilrir: - 'UPahrenh^t o Centigrataos Eduardo 
respondld: "itopsl *La\ temperatura marcada e8 la mlam^". 
iC^al era la temperatura"^ en I'a nevera? • 
PROBLEMA DIFICIL. En clerto p.ais, la ley de Impuesto sobre 
•los ihgresos puede resumirse as!'; ' ^ - ' ,/-^- 

El 'Impuesto que debe pagar una persona les la mayor de las dos 
cantidades slgulentes: (l) ^^00 mcnosUue 20^. de sus Ingre 
so^j (2) cero ddlares. * . ^ . 

Sea T el impuesto en fttiles de dolares 8obre un Ingreso 
de X miles de ddlaresr Escribe la proposlcl^n numerica 
que representa la relacion entre y X. . ' 

Traza dos ^e jes. Llama al vertical T y al^ horizontal X 
Emplea ^l*^^^ uniaad d^ manera que, por ejemplo, 

" una distancla* de 4.850 representa |4,850. Dlbuja .la. 
graflca de la proposicl<5n numerlca esl^blecida ^n (a), 
(c) iJlldlendo ^la distancla sobre tu graflca, respopde a las 
siguie'ntes preguntas : ^ 

iCual es el Impuesto sobre un Ingreso de q;iO,000? 
iCual es ^1 Impuesto sobre \un ingreso de ^5,500^ 
iCual es el impuesto sobre un ingreso de $1,500? 
Si alguien paga^ un impuesto de $.1,50C>» icual es su 
'ingreso? ^ 
Comprueba tus respuestas a las preguntas de la parte (c) 
^piearido la proposicl<5n numerlca de la parte (a). 



(a) 



(b) 



Ejerolcloa de revlaldn ♦ " 
Escribe proposiciones abiertas que establezcan' las condiciones 
dadas en los p3ro,blemas que slgu^n. . Lviego halla el conjunto de . 
soluc^ones para cada proposioldn, ' - v • . - 

1, ' ^e va §L cortar una tabla *de 45 pulgadas de ibngitud en dos 

piezas ,^ de nianera que una pieza sea 3 pulgadas mds larga 

que la otra. 'Halla la longitud *de cacla pieza. 
21 Kl ancho de un rectanguio ea » 10 unidades menor que su largo. * 

*S1 -el perimetro del rectanguib es 68 unidades. ACuales son 

las dlmensiones del fectangulo? ' ' 

3. "'^ tJ^ seflor deja al ipoi»ir un total de ^l6,500 para su esposa, 

su hijo y^su hija. La parte de la viuda es ;f6,000.' La hija 
reclbe el dojble que' el hi Jo. ^Guanto recibe el hijo? 

4. Jueves un nifio lee 15_ paginas adiciqnales de una novela. > 
- Al llegar a este punto ve que ha leido menos de cincuenta y 

unsf p^inas. ^Cuantas paginas ley<5 antes del Jueves de esa 
s6maha? ' 

5. E;i.^erente de una Jugueteria ha comprado, 500 piezas para 
^ aei^owodelismo que vendera luego al menudeo. Despu^s de 

vender algunas de lap piezate, hace un inventario y observa 
que le quedan menos de • 100% iCuSnt^ de las 500 piezas * 
vendidi . . t ' ^ ' ' , 

6. Un estudiante consulta la^s listas del ^lumnado de su escuela 
y observa . que el afio anterior* el numero de niSas en ningun 
caso habla sido igual al numero de varones. iQu^ cantidad 
de niais habia en la escuela si el numero de varones fue 
eiempre 176? * 

7* Un num^ es er triple de otro ndmero. Su dlferencla es 12. 

^Cual es ^1 nximero menor? 
8. Daniel tiene ^2.7^ en .peniques, ^'nickels", -"dimes" ^ cuartos 

y nvedios dblares. Si tiene el mismo niamero de cada una'de 

las differentes clasei de monedas, ^cuantas -monedas de cada 

clase tiene? . 

Alicia y Donaldo erari candidatos a la presldehcla de la 
lase. -Alicia obtuvo 50 votos mas "que Donaldo, pero" po 
votaron^todos los 516 estudlantes. iCuantos votos obtuvo 
in^ildo?. ■ . * 
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10. Un par de melllzos encuentra que cincolaElos atras la suma de 
sus edades era l8 aiIos. ...y4Que edad ti^n^n ahora? • 

11. EH numero de billeteS^ de .$1 es cinc^ veces i|6;yor Ciue el 
numero de billetes de :|5,-y el numero de "bllletes^de ^10 es 
el doble. del n\imero de billetes de, ;fl, iCuantos bllletes de 

,;f5 hay si el n\5mero total de bllletes es • ;^ 

12. RepTesentemos con x al primero de dos nunferos y con y al 
s^egundo. Escribe una ecuacldn que ex]^rese :^as slguientes 
con^icllones : v / ^ - 

.(a) La suma de los n\5meros es 7* V 

^ ^ « • . * ... * 

(b) Si el s'egundo numero se resta del prira^ro', el resultado 
^ . • •> ^ ■ 

e.s. 5. • • « . , ' 

13»- (a) " Construye una tabla cojm algunos de los pares ordenados 
, del conjunto de soluclones de x + y =s ?• 

(b) Construye una tabla con algunos 'de los pares ordenados \ 
del conjunto de solucione^s de x y = 5, 

(c) Dibuja una graflca de cada una de las ecuaciones de las 
preguntas (a) y (b), utlllzando el mismo par de ejes. 

(d) Observa donde se Intersecan las rectas.*^ iQu^ par.ordenado. 
esta aaociado coj^ este punto de inte|*secci6n? 

1^.' (a) iPuedes hallar un eleiRento del conjunto de soluclones de 
la proposicldn compuesta "x + y 7 2. x - y = 5 ? 
(b) iHay mds de un par ordenado en el conjunto de soluclones 
de la proposicldn compuesta de la pregunta (-a)? ExpAca 
tu respuesta, 

yi5. Halla el conjunto de soluclones de la proposic?l<5n I compuesta 
"x + y = 0 ^ X -' y = OV. , 

♦l6. Halla el conjunto de soluclones de la proposicldn compue^ 
"x + 1 = y ^ X - 1 = y'\ 

*VJ. Halla tres enteros consecutivos de manera que la s\|/a del 
primero y el tei^cero- sea .192." 

*l8. lia suma del numero de grados de laS medidas de dos iigulos' 
congruentes de un triangulo es igual al numero de grados de 
la medida del tercer ang.ula. " ^Cuales son las medidas de los 
angulos? ^ 
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La familla P^rez y la famll:!^ Martinez,' que son v.^lnas, se 
van de vacaciones. lias^dqs falnlllas viajaran en dlrecclones 
opuestas. . SI la famllia P^rez va a una veloeidad media cle 
55 ralllas por hora y la famllia Martlixez vlaja a 45 mlllas 
por hora, e,en cuanto tiempo la dlstancia "entre arabas sei?a 
750 mlllas, 'sl parten- slraultaneamentef 

El ojiprador de radar.de un pQrtaavlones getWta un contaeto 
mdvll que dlrige hacla el po3*taavlones, Estlma que e^l 
m(5yll esta a 400 mlllas y vuela a 350 mlllas por hora • 
respecto del portaavlones. '^Guanto tlerapo necesltara un^ 
avi'dn de la dotacldi? del portaavlones para 4nteroeptar .el 
contaeto movll, sl vuela dlrectamente hacla 61 a 450 mlllas 
por hora? » , , 

En el prohlema 20, suponte que el contaeto mdvll esta a 10 
mlllas de dlstancia del- portaavlones y alejandose de.^ste. 
Un aeroplane del portaavlones parte para persegulr al con- 
taeto mdvll. Bmpleando las velocldades dadas en el ^problema 
20, icuanto tlerapo necesltara el aeropl^o del portaavlones 
para alcanzar al- contaeto movll? ^A^u^ dlstancia: del porta- 
avlones estara el aeroplane cuando aloance' su objetlvo? 



I 



" ^ * , Capltulo 5 

^ NOTACION CIENTIPICA, DECIMALES Y/EL SISTEMA METRIGO 

^ 3-1. Mumeros gpyan(3e3 y notaclon clentlfica ^ . 

En este texto hemps eiiiBleado, cada vez que -nos ha sido posi- 
ble, nume3?os pequeftos- para hacerte los problemas 4nas sencillos, 

' las ideas mas felaras y el trabajo de casa.,facil de graduar p^ara tu 
pi>ofesor. Pero los n\imeros que se pres^ritan en loa problemas de 
, la'vida diarla son, frecuentemente* muy grandes o iiiuy pequeaos. 
,E1 perlpdico del dla 28 de, Junlo^ dfe l96l,'por ejemplo, hacla 
referencla a 12/500,000 miembros de un sindicato de obreros, 
:|2, 484,000,000 destinados a>l|i defensa y a la educacion^nacionales* 

' y una deuda nacioti'al. de'' 1^298,000,000,000. Probablemente'pasas - 
por lo menos 5,888,000 , segundos cada aElo en la escUela. -Sin 
i^uda puedes iroaginar ireuchos otros usps fj^cuentes de los numeros 
grandes. ^Cuantas veces crees qu^ late el corazon de una persona- 

• ' durante, toda su vida (vida%edla)? ^Cuanto recorre un satelite 
durante 10 afios, si'"se mueye con la velocidad de 50,000 mlllas • 

por hora? . • 

]&i oircunstancias como las menclonadas, aparepen frecuente- 
^ mente nurAeros tan grades comA un mlllon a un bill6n. Actualmente, 
dlsponemos de nombres para numeros mayores que uh billon, tales 
como trilldn o cuatrlllon. Considera el numeral 5141592655:^89795; 
este numeral es dificil de leer cuando esta escrito en esta forpia. 
Una manera de hacer^ mas facil su lectura es. colocar urj^ coma a la 
izquierda de cada grupo de tres digitos^ contando de derecha a 

izquierda, asi: . . 

• . 5, 141, 592t655,589,79'3 

En esta* forma se separa' el numero en millareSj, millones, billbnes 
^ y otras unidades mayores, de una manera natural. Aunque escribi- 
mos las comas de derecha a izquierda, leemos el numero de izquierda 
• " a dere'cha, de acuerdo con el dlagrama que aparece en la siguiente 
pdglna. * ••. w 
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Entonces, leemos este n\imero de la slgulente manera: . ~ 
Tres cuat^»illon^s, / 
ciento cuai*enta y un trill ones, 
qulnlentos noventa- y dos blllones,'' \ 
seisclentos clncuenta y tres mlllones, / 
qulnlentos ochenta y niaeve mil, ' 

seteclentos noventa y tres. . , • 

En- la leotura de e-ste ntjmero debemos tener culdado de no 
eraplear la palabra "y". » La razdn se ve elararaente cuando leemos 
el n\5raero 593,000. Si se le^era "qulnlentos ^ r§>venta y tres 
mil", como lb hace mucha gente, podrla aparecer algi^n ittal'entendldo. 
SI "y" se asoGla con la adicidn, el sentldo de esa frase serla 
500 mas 93,6pO. SI "y" se Interpreta como una conjuncldn en el 
uso ordinai>lo del idloraa, el resultado serla dos numeros separados, 
500 y 93,000. Por eonsieulente,,es prefei*ib.le leer 593,000 
como "qulnlentos tioventa y tres mil".' Omltlendo la "y" se evltan 
raalejitendldos. Habitualmente ugamos la "y " y raarcamos el pun to 
declraalj por ejesj;^, 565. 12 se lee "qulnlentos sesenta ^ ^^^s 
2. doce centeslmas"X Este uso de "y" no ori-glna confusiones porque 
563. \^ sighlfica 563 -+^0.12. A V 

En realldad, los.^ numeros como fel del comlenzo de *esta pagina 
aparecen rara vez. Esto no slgnlfijra que no se usen lbs numeros 
de ese tamaKo,' pero'rara vez contamos con sufieiente precision 
como para emplear esos numeros. /^on mas fi^cuencia decimos que *. 
el nuraero contado es alrededor de tr6s cuatrillones. Por ejemplo, 
la poblacidn de una cludad de mas de un mllldn de habltar^tes' 

; o t 



puede darse como 1 ,5'j6,96l^xqwe es justameritp la "s\Si^ de .los 
diversos n^imeros recopllados por los fimcionarios ,del censo*. ' Es 
cierto que el nxlmero ha camt>iado mlentras ae reallzaba* el. censo y 
es probfible que 1(577,^0'/ sea obireoto sdlo con la aprGximaci6n .* 
de un miliar. Porles-(;a\rai6n no l><|^±esgo eh. recLondeaiP elttntlmero 
original oomo 1/5[57,000; fen. realioSd, en la luayorla de lo.s qasos 
bastarla decir -que la'poblstci^n de la *ciudad es "alredetlor de un 
ralllon y Vedio" de habitantes, lo que se- escribirla as!:*. . 



. ' . I^oblacioli-de Xa ciWd* 1,.50Q;o6o . Kabitant^s. 

El slmbolo « se usa para significar "es aproxiTaadamente igual a". 

Hay otras maneras de. escribir nuraeros de este tamaSo. Muchas 
de ellas*presW^an notably ventajas, . Una'dfe inaaneras posibles - 
.de eseribl-r^n. n\5mero*grande la sugiere nuestro enunciado "un 
milldn y medio". Se' puede escribir un millon como 1,000,000 
(icon rauchos cerosi ) 6 * 10 x 10 x 10 x 10 X 10 x'lO (igualmente 
mala, .ino?) 6' 10^ (esta si que es'buena, ^verdad?)*. El pr<?ducW 
indlcado x 10 x 10 x 10 x 10 x 10 se lee algunas v«ces "el . 
product© 'de seis' numeros diez". Cuando escribimos es to en forma 
de exponente, 10^, indicamos con el exponente 6 el nijlraero de 
^veces que 10 aparece como factor. Podemos tarabien obteneo^el 
exponetite 6 contahdo el niSmero de ceros en el numeral 1 JuOOyOOO. 

De .la misma manera, escribimos un billon como. 1,000,000,000, 
6 10^. Entonces, la -deuda nacional de 298 blllones dfe dolares . 
podrla^escribirse comD 298 x 10^ dolares. Esta manera de repre- 
sentar niimeros grandes, utlli'zando las potenci'as de 10, se 
desarrolla *con Tnayor'amplitud en los ejercicios de clase que siguen 



^ ■ Ejercipios de clase 3-1 a 
1. Escribe los siguientes numeiros como numerales declmal-es y 
tambien en la forma exponencial. " v . 

EJemplo\ Un milldn = 1,000^^000 =10^ 
' (a) Un. billon., 

(b) Un trilldn; * ^ ' . ' 

^ (c)- 'uri' cua trilldn. • " r 



2. ; Puesto que 2,000 = 2 X1, 000, podemos escjar-lbly. 2,0,00 en 
, f.ormanexponenciai "como 2 x 10^. Empleando wi esqponente, . . 
escribe los siguientes numerales: • f. » 

(&) ,/r,ooo • X (d) ig,5oo',ooo • 

.(li) 50,000 ■ (e)* 2,484,000,000 " . 

*<e) 5,000,000 " (f)^ 50,6,000,000 " ; 

3., riumero como 1,500 puede ser expresado de varias manepas: 

150 'X 16 » o 15 X 10^. 6 '1:5 X 10^. Analogaraente, 325 puede 

escriblrse como 52. 5' x 10 *<5 5.25 x 10^. * Tambi^n, 298 - > 

blllones es lo misrao .que 298 x 10^ 6 29. 8 x lo''^ 6 

2«98 X 10 - . En cada "uno de'estb-a ejemplos la 'Ultima expresldn 

' . es de la forma " » 

^ # ^> * ~ ~* ' 

• <(un numero entre 1 y tO) x ('una potehcla de * 10). ' ' 

. - ■ ■ -r ~ ■ ■ \* ' i 

Escribe en esa forma cada uno de los siguientes n\5me*rosj 
-(a) 76 ,'(d) 8; 46^,000 '.(g) .^1.2 

(b) 859 . ^ ;• (e) 76.48, ' (h) 9, 785.6 • 

(c) - 7*625 - (f) ..4;852.59 ^ (1): 5,412,789.455 

' (j) Cincuenta y tres b'lllones, selsclentos cuarenta y dos 
TOilllones, !q|:iljilehtps ,mll. . . , 

Notacion cientlflca 

/Como hemos observado^ podemos escrlbir^ 298 blllones como 
298 X 10^ 6 comb 2.98 X 10 \ Estas Son maneras reducidas de 
^escp4rl^lr el numero^ ;Ademas es facll compai^ar varios niimeros 
grandes escrltos en esta forma. Por ejemplo/ podemos notar a 
simple vista que 4, 9 x 10^^ es mayor que 9*6 x 10^^ sin 
necesidad de i?ontar el numero de cifras de 49000000000000 y de 
9600000000000. El trabajar slstematlcamente con nxSmeros grandest 
de esta maneray simpllfica notablemente los calculos^ como lo 
veremos'mas.s^delante. Esto es partlculeirraente'^cierto cuando se 
calcula con regla 'de calculo 0 logaritmos, como aprenderas en 
la escuela de segundo ciclo secundario. Por esta razon,^ es^ 
.practica comun en el trabajo '^de los cientlflcos e in§ei\ieros, 
la representacion d^ niimeros de esta manera^ es'^ecir^ en la forma 

, . (un numero entre 1 y 10) x (una pot4ncla de^, 10). 



En tal'es casos,, ae dice- que el ntimero estd escrlto en notaclon 
cientlfica. Si el nxSmero es xjinia potfencla a«. . 10, entorices el 
primer factor ea un 1 y se acosybumbra no escribirlo, Asl, 
10,000 = I X 10^ =1-0^ 1 0,000, 000 = To"^ en notacidn cientlfica 

Deflnlcion, Se^ciice que un niimero esta expresado en notacidn 
: cientlfica si se ^escribe coroo producto de un numeral decimal 

entre T y 10 ,y una potencla adecuada de 10. SI el niimero 

es una potencla de 10, el prlmei* Y^tor es 1 y no se neee- 

slta escrlblrlo, 

Observ§Lcion. A veces la "notaclon cientlfica" se llama tarabl"^n • 
notacl<5n/de las "potenclas de dlez" o "exponenclal decimal".' ' . 
Algunks veces usaremos tapiblen gat as expre^iones, ^ 

' EJerclclos de. clase 3-1b . 

1. (a) iEsta' 15 X 10^ en notacldn cientlfica? iVov qu^ si 
O por que no? . f, 

(b) - iEsta 3.4 x ,1oT en notaclon* cientlfica? iVot qu4 si 

o r»or que no? • , . . 

(c) ^Esta 0.12X10^ en notaclon cientlfica? iPpr Qu^ si 
*^ o^ppr qu^ no? ^ 

2.. Escribe en notaclon clentl|;ica los slgulentes numeros: ; 

(^) 5,687 (b) U'.. (c) Jg-mlllones 

3. -^.Escribe en notacldn deOlmal los. slgul'entes numeros: 

3.r + 10^ " (b) 4.7 X 10^^ ' (c) 5.721 xJO^ 




\, Como^ la tierra po se mueve en una drblta circular, la dls- 
tancla de la tierra ,al sol varla segiln la ^poca del aflo. Se 
ha calculado la dlstancla media en unas 93j 000,000 ' de mlllas. 

(a) Escribe el numero anterior en notaclon cientlfica. La 
dlstancl^Attlnim^ d^ la tierra al sol serla aproxlmada- 

. mente 1^ menor que la media; la dlstancla maxima ' • 
. serla aprosi^lmadamente mayc^rvque la media. 

(b) Calcuia l|§^ de 93,000,000. 

{c) :Halla aproxiriladsimente la dlstancla minima' de la tierra 

* al sol. ^ ' ' 

(d) Halla aproximadamente la dlstancla maxima de la tierra 
al sol. . 



.(e) Escrllae los numeros que has enoontrado en las partes 
(c) y (<a)\ en la notaoidn 'de-las potenclas de dlez. 
. • / , , ■ ' . ■ • 

.Obsexva que 146,000 = 1.46 x 10^ podrla escrlblrse como 

1,460 X 10^. 6' 1.4600 x 10^. Cualqulera de esos numerales repre 
senta a 146,000 en notacldn clentlflca. Aunque hay sltuaclones 
en que es eonvenlente escriblr uno o mas ceros despues del 6 
en 1.46, no io haremos asl en este capltulo. Sin embargo, como 
veras luego, en^el capitulo 'acerca de los errores*' relatives, los 
clentlflcpB usan el primer factor de esta notaci*6n en potenclas 
de dlez para Indlcar la preolslcSn "con la que se ha medido tina 
.cantldad. . .. 

' Ejerclclos ?-1 > jfH^ 

1. Escribe en notacldn clentlflca los slgulentes niSmeros: 

(a) 1,000 . (d) 10^ X 10'''' 

(b) to''^..1Q^ X 10^ -x lo''' (e) 10 X 10^ ^ 

(c) 10 X 10 X 10 X 10 , (f) ,000.^000 

2, EsQribe en -la notacldn de las potenclas de dlez los slgulentes 
numeros: 

(e) 78,000 

(f) 600 X 10 • ' * , 

(g) 15,600 "... 

(h) 781 X. 10"^ 

3. . Se estlma en 506,000,000 el humero total de. estrellas que 
. "se pueden fbtograflar $mpl4ando los- actuales telescopies y 
camaras. Escribe 'e«te numero en la notacldn de las' potenclas 
de dlez. * " . 

4. Escribe un numeral para cada uno de los numeros que slgueu 
en fonma decimal ordlnaria (que no utillza un exponente y 
que n<} contlene un producto indicado). ^ ' 

(>a) 105 ^ ' . (c) 5 X 10^ 

(b) 5.83 X .10^ (d) 5.00 X 10*^ 




(a) 6,000 

(b) .678 

(c) 9,000,000,000 

(d) '459,000,000* 



5-H 



;6.. 



5. 



6, 



(e) 6.3 X 10"^ : (g) >36 x 10 

it)^ 8.2001 X 10^ (h). 17.324 X 10^ 
EsciMlDe en palatjra^ los' slgulentes ni5ineros:. 

(a) 783 ' , « 3^2.362 

(b) ' 7,500-,000 - '.(e) 4,000,28 

(c) 632,007 • ^ ' (f) ' 4.2506 

Redondea ca'da ■uno de los nvimeros qu^ se dan inas. atoajo con la 




7. 

.8. 



aproxiJOftacidn de una centena 
>eri notacidn cientlfica. 

(a) .645 * 

(b) 93 

(c) 1,233. 

Treinta por ciento- de 



ExpreSa los n\5ineros redondeados 



(d)' 70^863 



(e) . 600,000 ^ 

(f) 5,362,449 
30 



500 es igual a X 5*0. x 



Se ha estjjnado en 337,000 millones de mllj^dn de mlllas 
cubicas el volumen del cue^o del sol. -Escribe el numero de 
mlllas cublcas en notacl(5n Gientlflca. 



3-2. ^ Caloulos con nijmeros grandes " » . ^ 

La n-otacl6n cientlflca no solamente es mas breve en muchos 
casos, slno que simpliflca ciertos caloulos. Comenzaremos con 
"algunos ejemplos sirapleys. Suponte'que queremos hallar el pro- 
ducto: 100 X l',000. El primer factor es eliprp.ducto de dos 
numeros dlez. El segundo factor es el producto^de tres numeros 
dlez, entonces tenemos 100 = 10 y 1,000 =10% 



Entonces', 



X. 10? 



100 X 1,000 = 10 

= (10 X 1Q)*"x {10 X 10 X 10) 

= 10 X 10 X .10 X 10 X IP 

a 10^ 



Por conslgulente, 10^ ^ 10.^ = 10^. Observa que el exponente 5 
es la suma de los exponentes 2 y 3, 
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ConsideremoB btro ejemplo; 1,000,000 x 100,000. EsciMto en 
notB^6n cientlfloa sbtXbl 10 x iO-^* ^Cuantas vec^s aparece 10 
como factor en este producto?. ^Es , 10^ x IgualSa. 10^ H 

Esto es clen billones^ pero.es mas simple de jar el ^xtiiaero' en la 
foma/ 10 que escrlMtr? un 1 seguldo de once cerog, Observa 
que, nuevamente, hemos smadb U^s exponent es. 

Suponte que queremos Jiallar el producto de 95j000^000 y 
lOjOOOn En riotadlon-cientlf jU5a, esto sei^la 

(9.5 X 10*^) X 10^ = 9.3 X (lo"^ X 10^) 6^ vlrtud de q\i4 

11 " 
= 9.5 X 10 " 

Ahora ensaya un ejemplo mas diflcll: 

95,000, 000^ X 11,000 = {9.5 X lo'^) X (1.1 X 10^) 

■ = (9.5.x U"l) X (lO*^ X 10^*^) 

.11 



propledad^ 



^.10.25 X 10 
= (1.025 X 10) X 10^^ 
= 1.085 X (10 X 10^^)- 



orden 
de los f aetores 
ha sido cambiado 
haclendo usa^ de 
1$LS pro*piedades 
asoclativa y con 
mutatlva de la 
mul tipllcacion* 



= 1.023 X 10 



IE 



En los estudlos' de astronomla y de vuelos espaciales sobre 
todo, encontramos numeios" muy grandes* El planeta Plutdn estd 
a una distancia media del sol de unos 3j666 mlllones de mlllas 
6 3.666 X 10"^ mlllas* Las dlstancias a la§ estiiellas se mlden 
habltualmente en "aflos de luz"* Un afio de luz es la distancia 
que recorre. la luz en un aflo, Esta es una buena manera de medlr 
tales dlstanc3.as, pues si las expresapi'os en mlllas, los numeros 
serlan tan grandes que resultarla dlWicil escriblrlos y mas 
dlflcll aun entender lo que signifi6^n. Pero euponte" que quere- 
mos estlmar el numero de ndllas que hay ^ en un aRo d? luz^ Este 
calculo se hara en los slguientes ejefrcicios de clase. 

Ejerclclos de clase- ^ 
l.i Se ha averiguado que la luz recorrjr unas 186,000'nilllas por 
segundo. En las preguntas que si^en, de (a) a {d)^» no . 
efect-des las multiplicaciones j simplemente ihdica'el producto* 
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5^2 



1. 



(tJn e^jemplo de un producto Indicado es 2.4. x 10 x 56 x 10 .7 \ 
(a) iQu6 dlstancla recor^erla la luz en 1 minutb? 

/ (b) iQu^ distancia reoorrerla la lujs* eni 1 hora? 

-(c) iQu^ distancia recorrerla la luz en 1 dla? * * 
(d) ^Qu^ distajicia recojsperla la luz en 1 aSo? 

. (e) DeteiTplna el ni5mero eacrito en la pregunta (d) y iipuestra 
que cu^do se lo "redorwjlea", es 5*9 k 10 • 

(f) El Bumero esco^ito en la parte (.e) es aproximadamente 

(g) . iPor que el niimero escrlto en la pregunta (d) no es 

exa.ctamerite el numero de millas que recorre la luz en un 
aEto? Trata ^e dair do9 razones. ' 

> EJerclclos 3-2 - . * . 

• Muitiplica y e^cpresa tu respuesta en notacidn .cientlflca. 



6 X 10*'' X 10^"^ 



10^^ X 12 :x 10^ 



(a) 

(c) - -lO^^x 3.5 X '10^ 

(d) 300 x^ 10^ X 20 • 



10^ X 10^ X 7.63 

6o X 60 X j6o 
^5 



7 + 3 X 10- 
9.3 X lo"^ X 10 X 10"^ 



2, 



3. 



(f) 
(g) 

61) 

Muitiplica y es^cribe tu respuesta en notacidn cientlflca* 

(a) 9,000,000x70,000 * (e) 25,000 X 186,000 

(b) 125 X 8,000^000 (dj 1,100 x 5 x 200,000 

El sonidd recorre en el aire aproximadamente un quinto de 
mllla por segundo* Contesta las preguntas que siguen, su- 
^ ponlendo ^ue una nave espacial x^stja a una velocidad igual a 



Da tus respuestas en 



cinco' veces la velocidad del sonido. 
notacion cientlflea* 

(a) iQu'^ distancia recorre el sonido, en el aire, durante un 
dla? 

(b) iOw^ distancia recorre la nave espacial en 20 horas? 

(c) iQu^ distancia recorrera la nave espacial en 50 dlas? 

(d) iQu^ distancia, recorrera la nave espacial en 2 aflos? 
IEb este recorrido suficiente para llegar al sol? 
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4. La distancia del Polo Norte, al Ecuador es aproxiraadamente > 
\ 10,000,000 de metros. 

(a) Expresa'en metros la distancl'a recorrlda alrededor de la- 
tler'ra pasai^do por los polos. Usa la notacldn clentiflca. 

(b) Un me-bro es lgual a mil mlllmetros. . Expresa en mlllmetros 
la distancia del Polo Norte al Polo Sur. Usa la notaclon 
clentlflcm. 

(c) Una pulgada tlene, aproximadamente la mlsma longltud que 
2^ centime trps. iAproximadamente cuantos centlmetros 
isendra una distancia de 40,000 pies? 

5. Ea xllstancia alrededor de la tie^ra, «i lo^largo del Ecuador,. 

' es aproximadamente 25,000- mil las.# En un segundo, la electri- 
cidad recorre una distancia que es mas o mends 8 veces la 
long! tud del Ecuador.- ^Qu^ distancia, aproximadamente, re- 
correra la electricidad en IQ horas? . ' ' 

6. Suponte, que debes escribir diez mlllones de marcas sobre un 
\ -papel y puedes "hacerV^os marcas por segundo. ; iPodrlas * 

escribir 10,000,000 de marcas en un afto? (Un. afio es 
60 X 60 X 24* X 565 segundos. ) ' 
"7. La velocldad de la tierra en su drbita alrededor del sol es 

un poco menor .de setenta mil millas por hora. Aproximadamente 
iqxxQ distancia recoferera la tierra en su vuelta anual aire- 
dedor del- sol? \. ^ ' 



3-3^ Calculos con n\5me'ro3 pequefios 

Hastatirel memento hemos tratado casl exclusivagjiente con 
niameros grandes. \Otras veces *tendremos que tratar con numeros 
pequeflos. La masa del electron y la masa del proton son ejemplos 
tipi?xos de cantldades muy pequerias. iCdmo se pueden representar 
convenlentemente estas cantldades ex^epclonalmente pequeKas? 

""Suponte que comenzamos con una potencla de 10, tal como 
10^^ y divldlmos por 10, Ob^tenemos 10^, pues 

10^^ to X 10>X 10 X 10 ^.^Q ^ .^0 ^ ^0?^ 31 divldlmos 10^ 

10 10 

por 10, obtenemos 10 . Dlvldamos 10 por 10 para obtener 

h 

el.resultado 10. Ahora/ comenzando con 10 y divldlendo 
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aucesivamente por '10 Vtres yecea, hemos abtffenido 

... > ^ •. 



^o'^J^ 10^, 10^ y vwl 



ObseWa que los /expohentes decrecen en una un?.dad cada vez. Divide 
ahora 10^ -"por 10.^ Sabemos que' el resultado 1. Ta^bl^n vemos 
que si los exponentes siguen decreciendo segiin el modelo anterioi*, 
de unidad en uijldad^ el siguiente ejcponente sera 0. Por esta 
raz<5n, es convenlente deflnlr 10^ como V — es decir, 10^ 5= 1. 
Entonces ob^tenemos los sl^uientes resultados: 

■ ""O^ in^r* 10-^ in2- ' v i 

Ttr = ' ITT = » • W ' = 10 y . 10 . = U 

■ > • , ■ V, . - , - . 

El. exponente de cada una de las respuestas anteriores es una 
unidad menor que el exponente que le precede Inraediatamente, 
Esto es r^zdhable* puesto que cada vez que dividimos por 10 
qui tamos un factor lO del numerador. r 

OivlI^aiHOs* nuevamente pbr ^10: como numero siguiente *obt en 
10 1 

dremos Si se sigue el* modelo de decrecimiento de los 

-e^^^p^ntes, debemos esperar que el exponente siguiente sea una v 
unidad merior que 0. " Este es el numero que escribimos ^1^ es uii ' 
nuinero negativo, . Entonces, pa'rece ra2onabie*escrlbir 10 ^ para 
representar Dividamos ahora MO \ por 10; se obtiene 

i 

1, 11^1 # 
^4 10 ^ X. — Contlnuando con el modelo de deorecl- - 

* , 1 0 V* » 

mlento d^ los exponentes, el nuevo^ exponente deberla ser una 
unld'ad menor que ^ "V, es decir, ""2* De acuerdo con esto, deflni-' 
mos IO como una representacion de Es Importante observar 



10' 

que el niimero 10 no es uri numero negatiyo. Es un numero posl- 
tivo, a saber: el numero ^ -^^^ 

Para todo numero entero^ positlvo n, fentonees, 'deflnftnos 
10 ^ de la siguiexite manera: 



.>r5 
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Deflnlcl<$n, SI n jaa un ecitero positivo, definimos 

» (el producto de n n\Sineros dietz). y 
10 «. V.+ 10^ = 1 + (el prodHcto n . numeros diez). 
Paira n « 0, def Inimos • , - . 



10" = 1 ' 



Estas definiciones rios perml ten escriblr las potencias-'de 
> 10 esl: . , - . ' , . . 



4 

10^ . 


10^ 


•io2 


' 10 


10^ 


10 ^ 


.io"2 


10 ^ . 


10,000' 


1,000 


100 


10 1 


u1 


/V5 ' 


.1 


1000 



Cada uno de los"n\5meros Indicados en la primera fila^es Igual al 
n\Sinero Inmedlatamente debajo de ^1. 

EJerclclos de clase 3 -3 ^ 
% Etapleando exponent^es negatlvos^ expresa cada uno de ios 
slgulenteiB numeros: 



1 

10000' 



1 . ' 
1000000' 



10' 



1 

10^ 



fooooo- 



Expresa en forma fraccionaria cada uno de }os slgulentes 
numeros: 



10 ^, 10 5, 10^"^, 10 ^, 



5. Etapleando exponentes negatives, expresa caJk uno de los 
niA^neros que se dan'mas abitjo* 
E3emplo» Una cent^slma = ~ — ^ = iO . 



(a) Una mll^slraa«; 
("b) Una mlllon^sima. 



(g) Una billon^slma. . 
(d) Una trlllon^slma. 



•Revlsemos ahora el sentldo de un numero escrlto en forma 
decimal. Sabemos que 0.4 ^ -y^ Iiuego 0.4 = -^ = 4X]^ = 

4 10 ^. Tambl^n, O.OO5 = — ^ ^ ^ — j 

Esta es la expresltSn de cada uno de estos numeros en notacidn 
clentlflca. 



— = 5 X ~Xc = 5o< 10"^. 
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Conaidera ahora , 0. 42 « Esto es clerto, pues , 

0.42 » -ny + » TOT W " W e^gpresal' esto en hotacidn 

clentlflca^ esc3?lblmo& \ . * 



10 4.2 



■Analogam^ate, 
* 0.000305 



10' 



305 
i 056660 



~ "TO" T. 



4.2 X 



1 



« 4.2 X 10 



1 



^ X 10 ^ 3^ ^ 3^Q5 ^ ,0 

10^ . * in"* ' 



Ahora podemos esftrlbir 0, 16 x 10 

. 1 



0. 16 X 10 ^ « 1. 6 X -ir X ^ 



10 



10 

^ en notacldn 'cientlflca: 

» 1. 6 X — !^ = .1.6 X 10 ^ 

■ 10^ 



*Pi»imei^ hemos enroleado la notacldn clentlf lea .para repreaentar 
numeyvas rauy grandes, pero acabaigabs de ver que el uso de los;e3qpo- 
nentes negatlvos noB permlte eaqpreaar nxSmeros nauy pequefios taaiblen 
en no*tacl6n. clentlflca. Entonces, ' • • . 



0.0001 = 10 



0.00000673 = 673 X 10 ^ = 6.73 X 10 ^ 



f 



lO^'^ 



•Cuando se escribe en notacldn cientlf lea xai niSmero pbsltlvo 
menor que 1 , vemos que su exponente es slempre un entero negative^ 
por ^jempio) X).63 = 6.3 x 10 K » . * ■ ' 

Revlsa ahora loa ejemplos de notacldn clentlflea de-la 
Secern 3-1. Cuando se escribe 1, o cualquler niiraero entre 1 
y 10, en notacldn clejjtlflca, el exponente es cero. Entonces, 
1 = 10°, 3 = 3 X 10° y 6.79 = 6.79 X ^0°. . . - 

" Cuando un n^mero mayor o Igual que 10 se escribe en 
notacldn clentlflea, el ejqpionente serd un entero positive. Asl, 

27 = 2.7 X 10- , 10 = 10^ y 4,680,000 = 4.68 X 10^. 
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En resuinen^ pa^a un ntjinero escrlto en notacldn olentlflca: 
Si 0 < el niimero < 1 , ' • 

V el eyponente es \m ente3:*Q negatlvoj por 6jemplo: 



> 0. 05% 5 X 10 ^ 



SI 1 < el^ inlmero '< 10, 



. el exponente eg- cero, por ejeraplo,: 

5. 4 = 5.4 X 10^ , . 

SI el numero > 10, 

el exponente es un enfee^ positivo, por ejejnplo: * 

' ■' 157 = 1.57 X 10^ A 

Observa que ahora no estamos tratando de representar niSmeros 
negatives en laotacldn cientlfloa. Despu^s.de tratar un poco'raas 
econ lo3 numeros. negatives, veras que' es bastante facil hacerlo. 

Ejerclcios 5-5 

1. Escribe en notacldn cientlfic^ cada un© ios siguientes 



numeros : 








(a) 0.095 

(b) ' 0.0001 

1. 


; ' it) 


10"^ ' . 
0.7006 




10^ . 
(ei) .1 


^ , (h) 


0.000000907 

6' 




(e) 0.00621 
Escribe en notacldn 


decimal cada 


0. 0045 

uno de. loc siguientes. 


numeros : 


(a) 9.3 X 10. 5 




7*. 063 X 10 ^. 





(b) 1.07 X 10 ^ * (f) 10; ^ 

(c) 10^ " (g). 14.3 X 10% 

(d) 5 X 10 ^ . ^ ^ (ji) 585.76 X 10 

I3:i 
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' « ' ■ ■ " * * ' ■ 

5, Escribe en notaci6n cientlflca cada uno de los siguientes 

numeros: * 

-<a) 65 >< 10^ (e) 362.55 ^ 

* (b) ,0. 157^x 10"^ * ' (f) 10 5 X 452 

(c) 0.0000024 (g) 0.00000000305 » 

X (^) 5.. 265 X 10 5 (h) 69.5 X 10 ^ 

*4. Llena los esp^clbs en bianco en las expresiones que slguen 
, para convertirlas en'proposiciones yerdaderas. Observa que 
pn algVttas preguntas no se usa ,1a notaclon cientlflca^ 



(a) 


0. 006 . 




6 X '10.'-^ . ' 


(to-) 


0^000063 




rTHx to ? 


(c) 


""p. 0004015 




4,015 X 10 


W 


.6,000.0 




0.06 X 10^ 


(e) 


0.213 




2.13 X lo'™' 


(f) 


• 0.213 




213 ^ 10^ 


(g) 


0.213 




Clx 10 5 


(h) 


0.213 




nx 10^ 



iPuedes imaglnar algun niJraero no negativo que no podamos 
expresar en notacion. cientlflca? » 



3.4. Multiplicacidn ; Numeros grandes ^ pegueRos 

Ya has multlplicado nuraeros tales como 10^ y 10^. Recuerda 
que. 10^ X 10-^ = 10^"^^ = 10^. Precuentemente, necesitamos multl- 
plicar numeros dados en notacion cientlflca, en los que aparecen 
ezponentes negatives. _ ~ _ . 

. Multlplica 4.3 x'lO-^ por 2 x 10 ^ ■ " . 

} (4,3 X.1o"5) X (2 X 10 ^) =.(4.5 X 2) X (10 5 X 10 ^) 

= 8.6 X X -\) = 8.6 X 
' . 10^ 10-^ 10^ 

. = 8.6 X 10 ^ 

■ - \ . • • 
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De acuerdo con lo antjerior, 10 ^ X 10 ^ *= -4=. x -U- = = 10 ^. 
. > . ' ' v'- 10^ 10^ "10^ 

iCual es el resultado de sumar ~5 y ""3? ^Recuerdas que 
(~5) + ("3) = ''S? Entonces hemoa visto que 

^ . 10 5 X 10 -^ = 10 ^'^ - 

Muestija, como 'se ha hecho antes-, que 10 ^ X 10 ^ = 10 ^"^^ ^. ^Se 
. slgue el mismo Rpocedlinl-ento cuando los e3cponente.s son negatives 

que cuando son po35Ltlvos?ij es deeir,.. isumas los expotlentes en * 

todo casp? Aseg\5rate de^que^sabes 

- — -^iva. ^7 ~ . . - \ 

.Ahor^ multlpllca 4.3 x 10^ por 2 x 10. 

* (4*.3 x 10^) X (2 X 10 5) = (4.3 X 2) X tlO^ X lo"5) ' 

- * 8. 6 X ( 10^ X ~U) 
/ . " p- "10^ 

\ V = 8.6 X 10^ 

\ ■ ; ■ • • „. _ - 

•*S^ha niostrado arrlba que 10^ x 10 ^ = 10^.* Como quiera-que 
+ ("5) - 2, es 

10^ X 1p ^ = lO^"*""^ * * 

Muestra, coir|p antes, qye 10 ^ x 10^ = 10 Ahora poderaog ver 

que cuando se raultrplica 10^ por 10^, el resultado es 10^"*"^ 
no Importando si a • b son posltlvos o negatives. Esto pone 
de manifiesto .la slguiente propledajd general: - 
• . Propledad general . SI . a son enteros CTaalesgulera . 

. ' posltlyos o negatives , entonces ' 

; 10^ X 10^ = 10^"*"^' 

Naturalmente, la propledad es vallda si uno de los dos ex- 
-•Rpnentes, o ambos, a 2[. • b, son cero. Por ejemplo: 

10^ X 10° .= 10^, 10° X 10° X 10° = 1. ^ • 



^ Hay otra idea 'que apairece en algunos problemas.' " Tal idea 
apc^reqera eri lo que sigue cuando se quierjsi dar la respuesta en 
notacidn clfentjfica. • 

(4.7'X io"5) X h:h X 10*^) = (4,7 X ^AVx <10 ^ x tO^) 
. . ' • - 25.38 x 10 , ' 

• ■ ' =. (2.538 X 10) X 10^' 

. '= 2.558 X (10 X 10^.) . 

' ♦ ' . = 2,53b .x 10^ * - 

En este problema se han rojaltlplicado los numeros h, f .y ^.k pbra 
obtener 25; 38 y luego se ha escritp este ni5raero en notaci<5n cien- 
tltloa como 2153^ x 10.' Pinalmente se ha raultipllcado 
2.538 X 10 por 10 . ^ - • / . ^ 

Ejerclclos 3-4 

1. Escribe en notacion cientlfica los siguientes productos: . 

- MO '5 X 10"^ ; . (e) 0.0061x0.007 , . . ; 

' <b) 0.5 X lo"-^ (t) (S.7 X 10 5) X 10,*^ . 

/(c) 10"*^ X 10"^ (g) 10^^ x 10 5 X to'5 

(d) 0.04 X 0.002 ' . (h) 10^^'x 10 7 X 10 ^ 

2, Escribe en notacion fcieh-tlfica los siguientes productos: 

' "ft "4 

(a) 0.0012 X 0,000024 (d) 5 X 10 ° X 10 ^ 

(b) 6 X lo'"^ X 9 X*lo"5 (e) 58 X 10 5 X 0.00012 ' 

■(c) tl4 X 10 ^ X 10 ^ ^ (f) 0.000896 X 0.00635 

5. Bnpleando la notacion de las potencias de diez, halla los 
productos de los siguientes numeros: 

(a) 10,000 x 0.01 ' {qY 10^*^x10^^ 

(bV 0.06001 X 10,000^000 ■ (d) 10^ X -4ir X X 10 
^ • . 10^ 10^ 

4, Multiplica cuarenta y nujeve mil^simas por el numero siete y 
seis centesimas, empleando notacion cientlfica. Expresa tu 

.136 



respue^t'a en hotac^.6n clentlfloa. " 
rr~tJna^iran ^oi^oyacidn-cojaerclal ha~"decldidp inve^ftn*. en. bonos 
. algo de Bia aijiero excedente. ' Si se han invertldo ,11 mlllones 
. de dolares a. porcentaje medio anual de ^cuai es>l 

, ingreso anual proporClonado por es%a inversion? Einplea la'* • 
lio'tacion clen^±fica para los calculos, y expresa tajnbi^n''tu " 
resp\jesta en notacion cientlfica. . 

6. En cierta fecha, la deuda del gobiemo de los Estado-s Unidos, 
redondeada con la aproxlmacidn de 100 billones" de ddlares. 
era 300 billones de d6lares.. Si el gobiemo paga a un'tlpo 
de interes meidlo de I'. J^IJ^, '^a- cua|?r«os dolares asciende, el. 
irrter^att p;Bga^o cada ailo? Bxpresa la resptiesta eri notacicSn 
cient"aEfica. . ■ *• . 

7. Si la masa de-^u n'atomo de oxigeno es ? 2.7 x^lO grajnos^ • 

icual es la masa de 40 x 10^^ atomos de oxlgeno? Expresa" 
la respuesta en notacidn clentlf|.ca. i , • ' • 

8. Una unidad V^e^asa qulmica, que «s un dlecdselsavo de la mSsa 
atdmica de qxlg^no,..,es aproximadiaraente Igual a 1.66 x 10 
graraos. . ^Cu^l es la masa de un billon de unldades de masa 

, . qulraica?. "- . ' . ' 



■ ' • 3-5. * Divlsldn ;, Niimeroa grandes y pequgilos 

Los princlpios que h-emos desarrolladq para la multipllcacidn 
sugier^n los prlnc^pios ne-cesarlos plira la dlvlsldn. .Jiemos visfco 
Gomo 'se. divide * f 0 per 10^, es declr. 



106 „ 10^ ^^6-4 



.- 10- , 10 

Otr^. manera de hacerlo es escribir 



— ia^ X ' ^ 10"^~^"'10"^ = 

30^ • , 10^ ^ 
f . • > ^ _ ■ » 

* Ademas, por la definicldn 6% 10'^ /coino vemos' que 

• 10^ 
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• : , - * 10* 10* 

. \ > , • ■ • ♦ . . . ■ . " - . 

* Perq^recueKda lo que eatudiaste 6n el Capltulo 1 acerca -d«~ia — - 

• suatscacci^h de'nioraero^ Viegativos, <^ue ^ • . 

• Entonces^ vemas que s 

. 10 . . . ■ ■ 

Estos ejemplos sugieren la sigulente propledad general : 
. Propl-edad" general, SI - a b . eon enteros cualesqialfera, 
■ posltlvos o negatlvos , ^ntonces ' 

/ ' 10^ ¥ ID* » 10^^^^ * , " ' 

I^ustremos. ^1 uso de esta propledad con la division de dos 
numeros muy- pequeHos' escritos en notaclon clentlflca. Suponte que 
queremos dlvldir 8 x 10^ por 2 x 10 

' . ■ 2 X 10 10 ■ ■ " . 

Sin embargo, recuerda slempre que podemos comprobar nuestros 
calculos' en problemas de.este tlpo en los que s6lo intervienen 
ejcponentes positives, vali^ndonos para ello de la definioidn de 



8 X 10 ^ lo^ . ^ . 8 X 10^ 
^= ""S — 



2x ^ -^>< 



Justiflca cada una de las operaclones de este desarrollo* 

Ejerclcios de clase 3-5 
U Empleando la propiedad geneVal y verlficando despu^s *tus 
^ealculos ftomo lo hemos hecho, antes, -efectuji las slgulentee 
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3-5 -130- ' • , • ' 

(a) 10 ^ "+ 10^ (b)^ 10 +1jO 7 . _ ^ _ 

2, (a)" Diviae 10*^ por 10^. 

(t>) iPor qu^ ea lO'"^ Igual a 10^? 

(c) iSon 10*'' + 10^ y , 10^"^ numerales para raismo / 
ntSmero o para niSmeros diferentes? 

3. ' (a) Halla 6-- (*"3). • 

.(!)) Halla, 10^" ^. 

- (c) Usa el ejeiapio iiustrativo de antes para determlnar si 

6 "5 ■ 6- "5 • 

10 -i- 10 y 10 son numerales para un raismo 

nxSraero. 

K -(a) Halla-^ • ,,io..-~5.^ - I-- - _ 

(b) iEs 10 ^ + 10^ igual gl^^j0^i:5^iPor^qu^? (Has. 
hallado el pijlmer numeY'o en 1(a). ) 

=.10 ^" Z^? i 



6. Escribe otro numeral para 10"^ + 10^ : „ _ 
7* Efectiia las divlsiones indicaclas a c6ntinuacl6n: 

(a) lo""^ + 10 5 (fc)' 10 ^ + 10 ^ (c) 10 ^ + 10- 



8. 



iEs (6^x 10^) + (3 X 10 ) Igual' a 4 x 

^ ' 10 

^^Es la respues^a final 2 x lO'^? 



9. Efect\5a las divlsiones abajo. Indlcadas, expresando- las 
resfiuestas en notacl6n clentlf lea. , 

(a) ^ (1.2 X 10 ^) + (4 X 10^) 

(b) / (6.4 X 10 ^) + (3.2 X 10 5) 
* (cj (9 X 10^)*+ (0.5 X 10 ^) 
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B:^erclcloa 3-5 

1. Ksclrll^e en notacldn clentiflc^ l.as respuestas a los algMl^entes 
« ejercicios: * ► ^ 

f ar~To^ + iO^ ^ ^ (e) -|qH;^-q4>--^ 

' (b). 105 + 10 , (f) 10.^^ + 10^° 

» . ' ' (g) 10^ 4- 10^2 

2. Escribe en notacldn dentlf ica- la© respueatas a los algulentes 
ejerciclfiat ; <7 

(a) 10^ + 1o"2 • ■ . . (e) 10'^ 4- 10 . 

(b) 10^ + lo^"" (f) io'^^ * io"^° 

(c) 10^* + lo'^^ ' (g) 10^+10^^2 

(d) 10^*^+10^^ (h) 10^4.10^ 

3. Esi^lbe en notacl6n cientlfica las respuestas a los slje^JLentes 
ejelpciclos: ^ ' . ; ' • 

(a). 10"5 4 10^ . ' .(e) .1o""'V+ 10^^ 

. * (b) 10 ^.-#10 s ... (f) 10 ]^ + 10^.^ 

(cf 10"^^ 4- 10^^ (g) 10'^ 10^^ \ • ' 

(d) io + 1Q^^ . . (h) 10 ^ -I-- 10* 

4. Escribe en notaci<5n cientlfica* las respuestas a los slg^ientea 
e Jercicios : ' , 

(a) * 10 5 + 10 ^ (e) 10^ + 10 ^ 

ih) lo'"^* + io~* . (f)^ iq'"''^ V lo"^^ 

(c) lo'^i * i6-i5 ■ • (g); ,0?^^ io'2o . 

(d) 10 ^ + 10 ^? (h) 10 ^ + 10 * 

. , ^ . . ^ „ . 

5. Escribe en notaci<5n clentifica las respuestas a'lps slguientes 

ejercicioS< ****\. * ' • . 

- (a) (6 X vio'^) + (3 X f^2) . ^ 

(b) (7 X 10 ^) + 10* 

" : . ^ • 

.\ Ho 
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■ . ' ■ : ' 2.* X 10 . ■ 

(d)- (2.rx 10) + lo"'' • . (f) "^-^ , 

' : ~- . • ^ -1.9 X 10^ 

' 6. Llena cada Qspaci.o_M^^^:>^i^^~^<^''^^^ slmbolo adet^uado. 



^a) 125^ = •y^"' = *^ ' = 1.2 X 10^ 

(V) 465^ ^ ^ = 46 X 10^- = 4.6 ^ 10^ 
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(c) ^ 0.5^ 2il ^0.3 X 10"=^ = 3.x 10^ 

(d) 530^ =^ 550 X 10^ = 3.5 x lO'^ 



(e) ig^ = -Ji50_: ^350 ,^ ^^00 ^ ^^.^ ^ ^^czd 

3 X 10° . • ^ - - 

\f) ^800; ^ 4.8- X 10^ ^Qca 

• ' 2.4 x'lO"^ 2.4 xgo"^ 

7. Durante el presente aflo, lag rentas de una ciudad ascienden a 
42,760,000, que i^epresentan el *6el valor- total <ae las 

propied^L^es gravables con Impliestos. iCual es el valor total 
de las propiedades gravables? Usa la notacidn cientlfica en 

* ■ tus calculos. * 

' 8^<i Una persona que vlaja todos los dlas paga $0.^0 dlarlos por^ 
"sus pasaj ej|4 ^iSerla razonable esperar que gaste un.mllldn de * 
centavos ^flHjpiaJes antes de que se jublle? Suppnte que vlaja 
250 dlas por aflo* .. . 

. '*^9. iAlrededor de cuantos dlas' se necesitarlan para gaatar un 
• bilion de dolares a razon de diez ddlares por segundo? 
Suponte que esto se hace durante las 2^ horas del dla. 

h 

• (1 dla 8. 5 X 10 -segundos. ) ^ * * 

"^lO. ' El montante de los impuestos recaudados en clerts region 

adralniatratlva. asclende a ^l6p,000 sobre una tasacldn de 
;J8,000,000. Si el seHor Sosa paga un Impuesto de ^^00, 
^ ien cuanto se ban tasado sus propiedades? 



in 



11. ^'Equi]^ar una division bllndada jjuesfea mids *f35>Q^ 7 

equlgar una -di-9lisi(5n, de Inff^terla cuesta unos il4, 000^000, 
^Qu^ poi^centaje de^los gastos^ne^esarios para equlpar una 
division bllndada se requerlrlan para equlpar una division de 

Infanterla? V . ' — — 

' • ^ "28 
12i La mas a del electron es aproxlmadamente 9*11 x 10 gramos 

y 1 a masa del prot 6n es aproxlmad anient e 1,67 x 10 gramos. 

(a) iCual de las dos masas ipayor? . 

(b) ^Cual es la razdn aproximada de la masa del proton a la 
masa del electr6n? 



5-6* Uso de Ids exponentes para multiplicar ^ dividir decimales 

Ya sabes^como multipli^jar dos n\Jmeros dados en forma decimal^ 
y tambi^n c6mo dividir uno pbr el otro. Guando hallas el pro- ^ 
due to 0 .el cocient? de- dos numeros, frecuentemente es facil saber 
dcSnde debe ^colocarse el punto decimal. Pero <5uando hay que efec- , 
tuar varias multiplicaclones y dlvislones^ consecutivas^ puedes 
tener alguna dificultad en hallar la posicldn del punto en ia ,res- 
puesta J(;inal^ Empleando^la not^cioia de las potenclas de diez 
podemos trabajar solamente con numeros cardinales hast^ el final , 
del calculo complic§Ldo, y'luego fljar ia posicl(5n del punto decimal 
de manera facil. La notacion exponencial nog da tambl^n una 
manera facil de explicar nuestros l:)rocedimientos usuales para 
determinar la posicldn del punto decimal* Ilustraremos todo esto 
en esta mlsma secclon^ ^ 

Suponie que queremos multiplicar 3I, 14 por 1.6. ^Ddnde 
debe colocarse el punto decimal del producto? * » ^ 

Naturalmente, en un ejempjo tah simple, se nqta a simple 
vista que el producto debe ser un numero mayor que j52 pero menor 
que (^^^^ y estp nos Indica ddnde poner el punto df^cjmal en nuestra 
respuesta. Si empleamos la notacldr^. exponencial, procedemoi^ asl: 



52. 14 X 1.6 « ;(5,2i4 X 10 ^)Cl6 X 10 ^) 
•. . » <3,214 X 16)00,^ X.10 ""j 



4 « 



« 51, 424 .x 10"^ ' 



= 51.424 

En el prpdu.cto (5,2l4 x 16) tenfemos solEonente n'dmeros 
cardlnales* pa?*a,. mult ipli car, i;actor JO ^ nos Indlca la 
poslcl6ia ael p\Mato decimal; as decir, Indica que en el producto , 
deben apareoer 3 cUfr^s decimal ea a la derecha: 
51,424 X 10^/= 51.424. ■ "' 'y 

Aderaas, la manera cdmo hemqs llegado & ^.^3 da \ina Justifl?- . 
cacl(^n pai»a la regla que dice que •elmoimero d^ cifpas declmales 
I del pl»QClucto as la- suma de los numeros de clfras decimaStes* de 
los factQi»es de ese pro<^uctp. 



SI tlenes dudas sotore la'^-txoltpxracdb^n-del-^^uwfei^^ 
productJO o en el "cociente, '^.a notacldn exponencial t^'permltlra 
f^cilmente resolverlas. " La ventaja reside en*qufe t^atamo.s aola- 

m^nte con numeros cardinales en nuestra mwltiplicacidn y^dio al ; 

• - » . f • • V. ■ • . • . ' . , 

final nos preocupamos por el punto decimal. . » 

Esta fprma de notacldn exponencial es analoga a la notacldn. 

cientlfica, pero se diferencia de ella en que el primer factor \ ^ 

ia6' "tii^ne'*.por qu^ ser un numero. menor que 10, 

' Ejercicfos de clase 3-6 • 

1, . femplea el procedimientp anterior para hallar ce^Qa uno de los 
, / siguientes jproductos! " 

U) eAii X 0.42 " • (c) 649.3 X 14.68 

"(b) 0,625x0.038 . .(d) 11,4 x 0.0031 

■ PoderaoB eraplear'ej. mismo esquema para la divisiOTi de decimales. 
Qonio ejemplo de tal procedimiento, dividamos 14.72 por .6.1. 

' - -" -I4.f 2- — 1472 y. 10 ^ 1472 10 £ ■ 

. .61 X 10 ^ .''O . 
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Ahora la divisidn . -^rgp^ . es', sliBpleiBente^^una operaci<Sn 
oon numeros cardlnales y da" = 2*^.15, si efectuamos 
la diylsijSn con la- aprox;imacl(5n de una cent^slm^. * 

. .JEqi? -ccaaaigMlsnfee^ . — , . 

ig^^ 24.13 X.IO/^ = 2.415 
c6n la aproxlmaci<5n de una mll^sima. 

En eate caso tambi^n hemos empleado las potenclas dlez de 
tal manera que dividimos solamewte nxlnaeros cardinales. KL expo- 
nente *1 slrve solamente para fijar la poslcl<5n del punto decimal 
en la respuesta. , . 

Con frecuencia estd notacldn es realmente yentajoaa. cuando 
se*efectuan operaclones mas compllcadas con ntJineroa declmales., 
Por ejemplo, ^ . , - » . 



^ 3015 X 0.028 (3015) (2B) 

6t 00007 X o:03 X j;^0(^ -^- 'r 7 )(3)T1Sl 

=268 X 10^ 



"3 



10 5 X 10 ^ X*10^ 



. ' 26,800 ' 

Para ver c6mo se ha obtenido la respuesta, efecttSa todaa las . 
etfi^as de este calculo. , ' 

■> EJerclclos 3-6 • 
1 . Coloca el punto decimal en los productos de manera que sean 
verdaderas las sigulentes proposicionea num^ricas:^ 

(a) . 6,021 X 0.00003= (6,021) 'x (3 X 10 5) = 18,063 

(b) 3.42'x 0.02 = (342 «x 10 ^) X (2 X 10 ^),= 684 

(c) 2/§; X 3,000 = (25 X 10 ^) X (3 X 10^) =75 

(d) ' 54.73 X 7.3 = (5,^75 X 10 ^) X (73 X 10 ■•) * 399,529 

(e) 1,200 X 0.006 = (12 X 10^) X. (6 X 10 ^) =• 72 



lilena' los esps-clos en. tlanco con los simbolos adeciaados. 

(a) ^ ^, 5.2 - 45,2 X 10 ^ = 452 X 10*^ 

(b) 6.012 = 1.2 X 10 ^ = 12.^ 10^ • ' . 
(SJ- 65,000 = 6.5 X 10^ = 65 X 10^ / 

" (d) ^38.216 = 3827l6 X 10" ^"=07821.6 X 10'^ = 38,216 X 10"^ 

(e) 6.37-x, 10^^= 63.7 X 10^ ^ 637 X 10^ = [Z3 X 10° 

(f ) 0. 003 X 10^ = 3 X 10^ - 30 X 10^ ' 

' (g) 4112 X , 10 5 = 0.412 X 10 ^ = EZJ X 10° 

Coloca el purito decimal en los cocientes de .raanera^qiie sean 
verdaderas las slgulentes. proposlcli^nes ^ 

6004 . 6004 X 10^ , Ar^o , *a2 , • , • • 

(37^^' — ^ — ^ = 3,002 X 10 = 3,002 ' . 



2 X 1,0^ 



(b) = 366 X io_^ ^ ^ ^^-1 , -\ 

6 / 10 ^ • * 

(c) 0.32 T3CT?^ ^ ^^QQ^^ ^ 1° ^ = 17,502 

32 X* 10 ^ ,5 • 

f^K . 0. 084 84 X 10 ^ „ ' ^ 
i^:uuu ^2 X 10^. 

' ^^^V ^ 0.016 X 10^ = 16 • ■ ' ■ 

. 125 X 10 5 • . . . * 

Efectua las inultlpllcaclones^ empleando la notaclon exponenclal. 

(a) 135 X 0.06 (<3) ,0.0035 x'^6.301 

(b) 76,000 X 3,000 = ' (e) 6,000,000 x 0,0275 
Sugerencla ; ^ . * ^ 

(76 XIO^) X (5 X 10^) . ._ - ■ 

(c) , 18,000 X 0.0003 (f) 0.07 X 300 X 0.02 X 6,000 
Efecttia las divlsiones, empleando la notaclon exponenclal. 
(a) 6,3' v" 0.3 (b) 0.78 -^ 13 
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* « ; ^ ' 

(c) ^ (^). 0.27 ) 0.84462 

(a)^ gi:^ ■ ' r (f)'',:i800 TTT:^ ' 

♦6. Usa exponentes psira coloc^ el punto decimal en la respuesta. 

*7. iCuantas rosetas de raalz tostado se necesl^taran para llenar 
840 bolsas, si cada roseta pesa 0.04 de onza?. Cada jbolsa 
oontiene ,6 onzas de rosetas' de majCz tostado. V 

"8, PROBLEMA DIPICIL. Un platlllo volador puede viajar a VOO^OGO 
niillas por segundo. ^Alrededor de. cuantos attos nece'sltara . 
para visitar la tierra y regresar, si precede de una estrella 
que dista de nosotros 5^ ariQS de luz? 

■ 1 atlQ de luz « 5.9 x 10^^ ralllas ^ 

* ^ * 1 afio « 5.2 X lo"^ segundbs 



3-7.' El slstema m^trlco ; TJnldades de longltud > ' «. 

Hemos estado utllizando la nqtacidn de las potenclas de dlez 
para operar con los nume#Qs, especlalmente los "muy grandes o muy 
pequeflos. Como llustracidn de c6ino las potenclas de dlez aparecen 
de manera natural en el trabajo tepnlco y pientlflco, estudlare- 
raos. ahora el slsterha. m^trlco. Como veras, este slstema de mfedldas 
,se basa en l-as potenclas de dlez y, por conslgulente, la notacl6n 
clentlflca que hemos estudiado es parti culartoente utll para tratar 
cetotldades metrlcas.'" \ 

'ei slstema de medldas empleado con mayor generalldad en los 
Estados Unldps se llama slstema Ingles. Algunas de las unldades 
de este slstema son la pulgada, el pie, la yarda, la mllla, el 
g^l<5n, la libra, etc.^ Como ya lo.habras pxperlraentado, estas 
unldades son un poqul to > dlf Idles de aprender y de recordar porque 
se necesit an raucjias deflnl clones dlferentes. < el slstema ingles 
debes aprender que 12 pulgadas dplg. ) = 1 pie, 3 ^les =1 yarda 
(yd..), 5,280 pies =^1 mmia (mi. ),-^4 cuartillos (ct. ) = 1 galon 
(gal.) y 16 onzas (oz./ = 1 libra (lb.). Todas las relaciones 
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Polo Norto 



.parecen emplear diferentee numeros y por eso nq es facll recordar 
las relaclones b^sicas entre las unidades, * 

En la mayoria de los palsps, el slstema de medidas es el 
slstemia rndtrico, en ^1 cual la unidad b^sl^a de medida de longitud 
®s el metro. El slatema metrico es un slstema siiaplificado .de 
pesas y medidas, desarrollado en .1789 por un grupo de raatematlcos 
franceses. Como su slstema de numeracldn era decimal*^ ("base 10), 
decldieron que seria una buena idea tener una base decimal para 
uh slstema de medidas.:^ En tal slstema las unidades de longitud 
serlan el productp de la unidad escoglda y alguna potencla de 
dlez. Entonces, la conversion de una unidad a otra serla muy 
facil., pues bastaria multlplicar o dlvidlr por una potencla de 10. 
Veremos que 'de esta manera, los calculos con cantidades ejjpresadas' 
en unidades m^tricas son mucho mas simples. 

Unidades de longitud en el ' slstema ra^trlco 

Los matematlcos franceses comenzaron 
calculando la dlstancla • n del Polo Norte 
al Ecuador a lo largo del meridiano que 
pasa por P^rls. Como unidad bdsioa de 
longitud tomaron ^^^qq^^qq de esta dis- 

tanclEo Def'iniendo la' unidad de esta manera, 
se podia repetlr en cualquier momento la i ^ n 

medicidn .de la dlstancla original y la . 10000000 

reconstrucclon de la unidad de longitud en case de que la barra 
normallzada se perdlera. ^ , - 
^ 3e dio el nombre de metro a la nueva unidad normallzada de 
longitud, y la barra noirmalizada de un metro fue guardada culdado- 
samente para asegurar la uniformidad de todas las unidades metricas 
futuras. Esta deflnlcldn del metro se uso hasta el 15 de octubre 
de 1960, cuando los delegados de 32 naclones acordaron una nueva 
normallzacldn del metro. Esta nomallzacidn define el metro en 
t^rmlnos de la longitud de onda de la luz rojo-anaranjada del gas. 
crlptdn, ■ En forma preclsa, se define el metro asl: 

1 metro = 1,650,763,73. longitudes de onda Ijqjo- 
anaranjada, en un vaclo G6n un atomo de 
. - • gas crip ton 86. 4 

- \ " ' r 

1 -»■-»■ 




Esta nueva deflniclon tiene la ventaja de que la unidad es facil-. 
mente medlble &on un interfer6iaetro en cualqul^r parte del mundo. 
Ademdls, permltc^ una aproxlmfcldn en medldones lineales, del orden 
•de^uno en clen mUlones.,. ^pleaaido la antigua barra de platino 
Iridiado* la 'mejor "aproximacldn «era del orden de .uno en un inill<Sn. 

Respecto al sistema in^sl^s/ ^n inetro es im poc^ grande— i 
^ue una yarda, a saber, . * jr 

1 metro = 39.57 pulgadas (aproxlmadaraehte) 

^Ivldiendo por 10, se obtlenen las unldades mas pequeftas de 
ibngitud en el sisteraa m^trlco. /Entonces defintmos 

✓ 1 • ' • ^ 

^ 1 declmetro =' de metro * 

1 centlmetro = de decfmetro = de metro 

1 millmetro = de cent:foiqtiro = ' de metro 

Para ui^idades.mas grandes de longitud, slmplemente multlplica' 
mos por 10. Entonces, por definicidn, ♦ . 

1 decEffnetro = 10 metros 

' t 

1 liectdmetro =10 decametros =i 100 metroa 

1 kllometro = 10 tiectdmetros = 1,000 me tros 

Para destacar la slmplSidad de las relaciones entre esas 
cantidades, las escribiwemoa. eri relacldn con el metro, 'empleando 
la notacidn clentlf lea. LaM»elaclonfiS son' asJ : 

» ^ * "■'5 ' 

* 1 millmet^o = 10 metroa 

1 centlmetro =10 metros « 
1 declmetro = 10 ^ metros - 

<1 tietro =10^ metros 

- 1 

1 decametrq =10 metros 

?" * 
1 hectdmetix) = 10 metros * 

1 kll3metro =~10^ ' metros 
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Se ha'intentado muchas veces log,rar que en los Estados Unidos 
se adoptara el sistema m^trlco. En el Congreso Continental, 
Tomas Jefferson trabaj<5 en pro de tan sistema decimal para las ^ 
monedas y las medldas, pero tuvp buen exlto solamente en la 
adopcidn de un plstema decimal para las monedas,' Cuando John 
Quincy Adams era Secretarlo de Estado, previd en l82l el uso 
mundial del sistema m^trico, en su ^'Informe sob^e las pesas y 
medldas"*. En 1866 el Congreso autorizo el uso del sistema 
metrlco, l^galigandolq para quienes desearan usarlo. Finalmente, 
en ^1695, por acuerdo del Congreso,. el metro fue-adoptado oomo la 
longitud normallzada en los Estados Unidos* i\hora se definen la 
yarda y la libra oficialmente en t^rminos de las unidades metro 
*y kilogramo del sistema m^trico. ^ - * - . 

Un cambio stibito de nuestras unidades comunes (yardas, pies, 
'pulgadas, onzas, llbras) a las unidades mdtrlcas causar^a-confu- 
sidn, sin duda, por un tiempo. Sin embargo, muchos piensan que 
cambiaremos gradualmente al sistema m^trictD. Nuestros cientlficog 
usan ya- el sistema m^trico asl coipo los |webibs de la'may©rla de 
los palses extranjeros, - > * ^ 

En la tabla A resumlmoa las def iniciones de las ijrincipales 
unidades m^trlcas de longitud e Indicamos las abreviaturas con tjue 
se la^ designa* En esta tabla^ observa la ventaja del ^so de la 
ndtacion cientifica para mostrar las relaclones con respeato a 
la unidad baslca de longitud,* el metro * 
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Tabla ''A 



Unldacies m^trlcas lineffles 



NoTtfj^re d§ la 
unidad 


Abo^eyiatwa 


EquivaXente en 
metres . 

* 


Equivalente m^t3(fcico en 
notacion cientiiaGa 


1 ralllmetro 


1 mm* 


1006 


4 /\ ^ 




1 f*fh 


WMWMISB Til 


10 m. 


* 

1 declmetro 


1 dm. 




10 m. . 


1 me ta:*o ^ 


1m, 


1 m. 


.10" m. 


1 decametro^ 


1 Dm. • 


10 m.« 


10^ m. 


1 hectometro - 


1 hm. 


lOp m. 


1©^ m. 


1 klldmetro 


1 km. 


1,000 51. 


' 10-^ m. . 



Observa que todas las otras unidades m^tricas de longitud 
llevan la palabra- "metro" con un prefijoj Estos prefl jos >e 
' usan tarabl^n paira designar otras unidades de medlda en ^Itslstema 



m^trlco. 



Prefljo 

mill 

cent! 

dec! 

deca 

hecto 

kilo • 



Slgnlflfcado 



1 



1 

T?7 



1... 



10 



1 



10.=/ 10 
100 10 



1 « 



1,000 = 



En la practica actual, se usan raramente el hectometro, el 
decametro y el- det^lmetro. El metro/ el centlTnetro, el mlllmetro 
y el kilometro 8^e usan^inuy f recuentemente y per esp^les dedicare- 
^ mos Aayor atencldn. ' 

Dos prefl^os mds que n^enclonaremos aflul son mega , que\signl- 
flea un^milldn, y ml^rO| s3sgnlfica una mill6n^slma. Ehtonces 
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1 micrdn = uJna mlllon^slma de metro 10 ^ m. 



"tPrecuentemiente. has oldo hablar dej,»,3 Jnegato^^ (5 • millones 
de torteladas), ' t megaciclo (1 mllXon 'de ciclos). i Aun en la 
)erga que -usa el pueblo jnorteamerlcaho e^elste §ste prefl jo grlego 
clasico en el t^rmljio "megabuck"^ Cl Jailloli de d6lares)i ► 

la esta .e^PQrjca <3e estudlos ^tomicos y nucleaa?es, ee .estudian 
con frecuencla ^cantidades muy pequeflas y son frecuentes longitudes 
tan^pet^ueSas oomo una iidlij-onesiina de -metr^ Ml rolcron se define 
asl: 

Entonces 5 micrones -3 x 10 , m, = 3 x 10^r mm., pues 

» """5 ■ ' ' ••• .. 

V micr6n = 10 . mm. El slmbplo usual para micron es la letra 

gpiega * »A ' (se lee "mu")» Entonces = 14 mlcroiies = ' 

14' X 10 ^ m* iHas eijconti^do algtjyia vez estos termlnos: mega*- 

vol ti<r, megabiimi^i, micro vatio> microsegundo y. mlcrofaradlo? Si 

no los has visto^ puedes esteir seguro d6 que los estudiaras pronto 

en la clase de ciencias. iPuedes iTnaglnarte lo que es un micro- ' 

micron? . 

, * gjerglclos 3-7a 
1, Completa cada una de las siguientes expreslones: 

Dm. ' 

dm. 

mm* 




2*. Copipleta cada una d^ las siguientes expresiones: * ; 
(a) 1^11 111 m> «= km^ * I* . 

^b) ^$t^k2 ra. cm. • , 



4. 



<c) 245.56 m. \= _____ km. 
(d) r 0, 564 m, « ram. 



km. 



(f )f 2,020.202 m. cm. / . 

(g) 0.-015 ram," ta'' jttlcrones 

3, Lleria loa espacloa 'en bianco con el ntimero correcto. 
(ar) 5 *m. -om. " 5.25 - J! 



cm. 



/ • (b) ^00 cm. « ram,\ («) 5,500^m. = ' 

/ (cl SOQlp.^^. tan. . (h) cm. = ^ 

^ . 2^4 cn^ = - ram. (1^ 5.5 cm. « 

* -(e) .1.5 Km. m. ' (j) 6.25-.m. --e 



m. 

mm. 

cm. 



4. El m^tro se-definid originarlame#be como ^ OQOQOOO ^® 

dlstancia del Polo Norte al Ecuador, medida aobre la auper- 
•fleie -de>la>ierra. Suponien^o que la tlerra es una eafera y 
- . eiapieando'.la notaci6n clentlflca, hal'la el ndmero aproxlmado de 

(a) me€roa que tlene la clrcunrerencia. de la tlerra. . 

(b) kll6metroB que tlene la cireuAferenqla de la tlerra. 

(c) mlllmi^t^roa que tlene la clrcunferencla de la tlerra. 
»5, Haciendo uao de la notacl6n clentlfica, expreaa en metroa 

^ laa slgulentes niedlclone*8 : . , 

(a) O.OI5 mip. ■ , 

(b) 2.5^ cm. . . " . . • 

(c) * 6,750 1cm. . ' 

(d) 694 ml crones d 69^11 ' ' * ' 

■ ».».». 

(e) . 1 megaralcron ^ .1, 



■» 

• Cor^veralon a unldadea ^inglesas . ^ , 

Como en este pals usaraos tanto las unldadea Inglesas como 
las^m^trlcaa, frecueatemente necealtamos convertlr expresiones de 
un slstema en dtbo. La pulgada normal Izada en loa Eatados Unldos 
se define ahora en terralnos del aiatema metrlco pgr la relacidn 

\ 1 pig. = 2,54 cm. (deflnicltSn de pulgada) 



er|c ' . .. . ' ' ' ^ -^52 



Como, hemos visto, j^sto da >^ % " ; • , 

39.37 pl£» ,= 1 m.' (apfoxlraadamente) 



* % 



En 't^rrolnos de yardas, esto se co^vlerte, en 



1 m. « 1. T yd. . ■ ; 

Para la^medlcion de distancias grandes, frecuentemente es 
\atll aonveftlr las millas a kilometros. Como ' 



vemos que. 
En tone es, - 



1 m. = 39.37 pig. = 2^^ pies 



1 m. = 



.37 



12(5280) 



mi. 



NatuKalmdnte, ahora te pedimos que, efectuando las operaciones, 
veri^iques que esta relaclon da . ' 

, • 1 km. « 0. 62 mi.' 

Entonces, grosso modo, 1 km.. » 0. 6 ml, .0, con mejor aproxlmacion 
1 km* w ^ ml. . * 

Ejerciclos ^-fb 

1. Convl.erte -cada una de\:u.3 medlelones que se dan a eontlnua- 
clon efectuadas en el si^t^a metrioo, a su equivalente 
aproxlmado en el slstema Ingles. ' 

^ yd. 

yd. 

' yd/ 

yd. 

yd. 



(a) 


100 m, w 


' (b) 


200 m. w 


(c) 


400 m. « 




800 m. « 


(e) 


nsoo ^. 


(f) 


1,500 m. 


(g)" 


10 km. » 


'(h) 


100 km. 



^ Algunsis de las distancias 
normali2ad'a& para sucesos 
deportlvos. 



ml* 



ml. 
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2. (a) ^ La raontafia mas alta del mundo, el Monte Everest, mlde 

'29,005 pies, Redondeando esta ^Itura a« 29,000 pies, 
icuanto es'-en metpbs? 
(b) La profundidad de una -de las mas grandes fosas marinas « 
es 34,219 piesV Ebqf>re esa profundidad en wetros, 
aproximadamente, dfespu^s de redondearla con la aproxima-. 

clon de • 100 pies. 

• ,■ • , ■ ■ » - > 

3. (a) Utllizando la relacidn anterlolr* entre' mlllas :f^1feil6raetro>a, 

muestra que 1 mi. » u6l'lan, ^ 
(b) La dlstancla media de la tierra al sol es aproxlmadamente 
9.29 X 10*^ millas^ iA'cudntos klldmetros equlvale? 
4^ TJn tamarlo muy coflnin de papel para escrlbir^B maqulna es 

""^'PiJilgadas por 11 pulgadas. ^Cuales son estas dimensiones en 

centime tros. ' /* 

5. (a) ^Oual es tu estatura en eentlmetros? 

(b) iEn millmptros? ' . 

(c) lY en. micrones? , * 

6. iQS0(6 velocldftd es mayor, 100 pies por segundo o 3,000 centl^ 
metres por segundo? % 



3-8. Unldades me trie as de area ^ 

Hemos aprendido a calcular el area del Interior de una curva 
simple cerrada, para diversas curvas simples* Hemos escogldo el 
area de una regidn cuadrada cpmo la mejor unldad para la medlclon 
del area del lntei??r de tales curvas cerradas* 

La unldad m^trlca para mediation de ^reas es tambl^n una 
regl6n cuadrada* Empleamos porno unldad basica de area una region 
cuadrada, cada uno de cuyos lados tlene^^per longltud un metro. 
El area del Interior de esta regidn cuadrada se llama un metro 
cuadrado (abreviatura ). . 

SI tienes a mano una.re^l^ marcada en eentlmetros, dlbuja 
un Guadracio dc 1 centlmetro de-.lado para tener una idea del 
taraafio de un trentlmetro cuadrado. Como 1 m, ^ 100 cm. = 39*37 pig- 
vemos que ^ 

♦ 1 cm. « 0.39 plg» 



5r8 
<5 



J . 
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1 cm. w 0. 4 pig. 

• , .. • , . * 

Comparaclo ccwi un metro cuadrado, que es la unidad b^slca, el 
centime tro cuadra'do es realmente pequetlo. Recuerda que 1 cm.. = 
■^j^^^liu TIStonces ; ' 7~ ; " — — ' — — = — - 



1 



1 cm, = -^7^ m. X m. 



1 V 



1 ^ 2 



He aqul Otjpo caso en que es preferible emplear la notaci6n expo- 
nepclal y egcriblr • 

. 1 cm.^ = 10 ^ m. X 40 ^ m, = 10 ^ m.^' , 

Como el metro es la unidad "bdslca de longltud y el metro 
cuadrado la unidad basic a de krea, es importante dar las diversas 
'unldades de drea en t^rminos de metres cuadrados. Las unldades 
mds freouentemente empleadas »se Indlcsoi en la tabla B, 

Tabla B • 



Unidad de 
longltud 


Unidad de 
area 


Area equivalents en 
metros cuadrados 


mlllmetro 

^ centlmetro 
• 

kll6metro 


mlllinetros cuadrados 
cent^metros cuadrados 
kil<5inetros cuai&rados 


1.^2 . \ 
1000^ 

100"^ 
(1,000)^, m.^ 



Nuevamente vemos que es conveniente usar.la notaclon expo- 
nenclal y escrlblr ' , 



2 

T inm* ^ 


ig'6 


«. 2 
m. 


2 

1 cm* = 






1 km» 5= 


,0^ 
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' EJerblcloB 3-8 ^ 
1. Ll'ena iQS e^pacios en bianco. * 
- B3eBg)lo- 1 tott-^ (1,000)^ m.^ 6 10. m. 



*• o 1 \ ^ 2 

. (b) 1 m. = '('1(50^) "^'^ 

(c) 1. cm. = 10 ram. # o 

( a ) I 'm.^ 100^ cm.^ 6 
, . . 2 / '1 2 



o 




2— 


* 








nun. 










cm. ^ 






6 




f 2 







♦e. Dlbu^a una flgura' para llustrar la.parte (c) del pijpblema 1. 

3. Halla ^el ivea. de una regl6n rectangular cerrada que .tiene las 
dimensiones que se dan mas aliajo. Asegiirate de que ambas 
dOmenslones esten exprfesadas en la mlsma unldad. 



Largo 



Ancho 



(a) 35 cm. . ' '9.2 cm. 

* (b) 1.68 m. * • 7.6 m.^ 

^ ' - . -.1 ' . 

(c) 0.97 la. , 37 cm. • . » 
»■ - • " - - - • , .. 

(d) -1.^25 mm. 1.2 cm. ' 

. k. Expresa 61 area del problema 3(b) en centimetres cuadradoa. 
5. iCual es el area de un clrculo cuyo radio ea 6 metros? Toma 

3.1^ para ir y hall%,el numero aproxlmado de metros cuadradofl 

que tiene el area. \. 
, 6. Halla el area en metros cuajirados de una region cuatirada 

cerrada de l60 centlmetros de lado.' ^ 

7. Si el area del Interior de un paralelogramo es 783 cm. y 
la base tiene' 97 cm., ^cuanto mlde la altura? ^ • 

8. (a) iCual es la ^quivalencia metrlca de 1 yd. cd. en ^ cm, 

1 yd. = 91.41 cm. Por consiguiente, * „ 

1 yd. cd. » (91.4) cm. = cm, . 

(b) I'A cuanlioB centlmetros cuadrados es aproximadamente igua^ 
1 pulgada cuadrada^* 



2-> 
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% (a) Verlfica que 1 km. O.586 mi. ca^ \ 

(b) . Verlfica q^ie 1 mi, cd. 2.59 km.^ ♦ ^ 
10, (a)^El arfea* de la superfiole de la tlerra se estima en unos 
1 49 X 10 km, , . ^Aproxlmadsmieate ouaatas millas cuadra 
^ da^ son? - V ^ ' 

ft^l — Ei^^rea-de los ocdanos de la tlerra se; estima en 

^Gusbitas millas cuadradas sori^ aproxl^ 



361 X 10^ km,^ 



madamente? 



5-9. Unjlaades m^trlcas de ' volumen ' ' ♦* « 

La unidad metrlca para medlr ^oliamenes es ^xn soildo cubico. 
La longltiJid de cada arista de este cubo ea 1 metro.' Por consl- 
. gulente, el volumen del cubo es 1 metro . Q\5blco (abrevlatura 
1 m.^). . " / ^ 

^El metyo cubleo es una uhldad de volumen bastante grande. 
Una unidad . mas pequefia es el centre tro^ciibi go (cc, o cm. 
Como hemos vlsto^ la longitud de un centlmetro es aproxlmadajnente 
OA de pulgadaj en consecuencla^ el c^tlmetro eublco es un cubo 
auyo tamaftp es mas o menbs el de un cubito de azucar pequefia^ 
Para que tengas una idea del tamaffo del metro cubico, observa que 



1- 



1 



^1 5 
1 000000 



En no^acidn clentlfica. 



1 cm. ^ = 10 ^ m.^ 



1 m.^ = 10^ cm.^ 



Medlamte calculds sli^ares podemos hallar los miiltlplos y 

submultlplos del- metro cubico' que se usan raas comunmente, como se 

Indlca en la tabla C. • 

■ Tabla C 



Unidad de 
longitud 


Unidad de 
volumen"^ 


Un volumen equivalente 
e^n metros .cubioos 


millmetro. 


mm. ^ 


'1 ' 3 
^ m. 






1000^ 


centlmfetro 


cm. ^ 




• 




100^ V 


kildmetro 


km. ^ 


(1,000)^ m.5 
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. '• : '■ „ ' ■ * ■ I ' ■ ■ • ' • 

AKbra. «oniD antes, no tamos la convenlencia de la ^notacldn 
. ■ * * , ■ • 

^exponencial &1 escribir 

* ^ 1 pan,^ = -10 '^ x 1(3' ^ X 10 ^ m.^ = 10 ^ m.^ 

• ' 1 cm.^ = 10 ^ X 10 ^ X 10 ^ m,^ = 10 ^^ "ra.^ 

1 ton.^ = 10^ X 10^ X 10^- m. ^ = 10^ m.^ 
Obseiva los caiculos anteriores. Ye'a que^ 

; 10^ X 10^ X io^ = tio^)^ 10^*^ =10^ • ■ 

" 10 ^'x^ 10 ^ X 10^ = (10^)^ = 10 =-^10 ^ 

. 10 ^ X 10 ^ X 10^ =^ (10 = lb .^'^ 10 ^ 

• Esto lluswa una tepcera; propiedad general: ^ 

Propledad general . \^ a 2. t» son, enteros cualesqulera , 
' posltlvos o negatlvos , entonces 

. - • (10^^^ = 10^^' : ' • " . 

EJerclclos 3-9 

1. Llena- los' espacios en bianco, ' \ 
Ejemplo , Hay ( 1,000)^ 6 1 . 000^000 j 000 ^ -en 1 kfn.^ . 

(a)i Hay 10-^ o ■ nrni.^ en 1 cm.^ ; 

(h) Hay (^) o _J ei? 1 cm.^ . 

(c) Hay^ ^jmy^^^ ^ en 1 mm. 

(^) Hay (10^)-^ 6 ld^^ mm.^ en 1 km.^ • 

2. Un solldo rectangialar tiene por dlmenslohes 5 cm* , 7 cm. y 

g 

8.4 cm. Galcula el volumen^del Interior de este sdlido. Re-^ 
cuerda que €1 vblumen del interior de un solldo rectangular 
es Igual al producto de las medldas *de s\i largo, ancho y alto, 
cuando estas medldas se expresan en una mlsma unidad. 

3. ACuaL es el volumen del interior- de un sdlido rectangular de 
14 mm. de alto y cuya base tiene un ^rea de 36. 5 cm. ? 



' ' ' .•• ^ ' - , ■ ■• / • ' • ' ■.*,;* 

3-10,. Unldades m^tricaa de masa y de. capacldad ' ' \ 

' La Amldad m^trlca para lais medldas de masa se defliie eomo la 
-masa del agua conter^ida en upi volumerj: de nn c^ntlmetro cubicso, / , 
La masa^de un centlmetro cubico de a^a ae llama un gramo, lleta . 
*es una deflnicldn niuy convenlente> pues si conocemos el voiuinen 
d§ .deposito, ImqiMatamente podemos sabei? <iu4 masa de agua 
p«ede contener este^dfpdslto. Por ejemplo, aS. el volumen del • ,-, 
Interior de un depcjslto* es 509. cm.-^, entonces la masa de agua " 
Kjue puede contener es 500. gramos^^, Lo que mas debe qbservaijse en 
esta dejrinicl<5n es que .las medldas ^umericas son las mlsmas: 

Cuando nos ref erlmoe al volumen de una caja o 5le otro 
deposito, usamos mas frecuentemente ia palabra capacldad. Al 
declr la capacldad de un depdsito nos ref,erlmos simplemente al 
volumen total que eae depdslta pueSe contener. 

Cuan^ld* nos af'eferimos al, volumen de IjCquidp' que un depdsito 
< puede contener, , usamos frecuentemente unldades especiales, tales 
' corao la plnta, el cuartlllo y el galdn, en el 'slstema Inglds. 

Asl, podemos *decir que la capapidad de un tanque es clerto numero 
de galones, y que jsu volumen es tantos'ples ciSblcos, 

En el sisteraa" mdtrico la unidad de capacldad mas usada es 
el litro (abrevj^tur^ 1. )• lltro se define , como la capacldad 
de un cubo cuya'^ arista tiene 10 cm. (1 decimetre) de longltud. 
Entonces, un latro representa un volumen de -^1,000 cm. . Un cubo 
de arista 1^' cm. tiene, por tantb, un volumen de 1,000 cm. ^ . 
^ Decimos que /su capacldad es un litro, y que contlene una masa 
de 1,000 ^sunaos-. (o un kilogramo) de agua, 

Un li/tTo es aproximadamente IgUal a un cuarto de €aidn, o ' 
mas preciiisamente, ' 

1 litro = 1,000 cm.^ = 1.056712 cuartillos 
* • 
Las |Otras dos medidas.de capacldad mas comunes en el sistema 

m^trico son el ' * ' . 



y el 



mililitro (ml.) = 0.001 litro 
kllolitro (kl. ) = 1,000 litros / 
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Unamasa. de 1,000 kiloj^ramos se llama* mia tonelada metrloa* 
En consecuencia, una. tonelada m^trica oontlene 10^ gfamos. La • 
tonelada m^trica es la maaa de 1 kilolltro de agua. 

*En la tabla^ D se resumen las unidades de yolumen, capacldad 
y masa mas einpleadas. Obaerva^especlalmente que> 1 corres- 
ponde a gramo de masa 2. £ HIi mllilltro de' capacldad. 



• Tabla B 



/ 



• 

Unidad de volumen 


Unidad de masa 


■ Unidad de capacldad 


3 

1 cm. 

1 dm.^ 

( 1,000; <:m.^) 

1 m.^, . 
(1,000 dra.^). 
(1,000,000 cm.-^) 


*1 gm. 
1 kgm. 

(1,000 gra. ) \ 

1 tonelada ■ ^ 
ra^trlca^ 
(1,000 kgm. ) 

(1,000,000 gm. ) 


1-ml. ^ 0.001 1. 

V . 

1 1. 

(1,000 ml. ) 

1 kl, - • 
(1,000 1.) 
(1,000,000 ml.) \ 



\ 



Hsty varlas abreviaturas coraunmente empleadas para el gramo. 
Las mas generalmwte aceptadas son g. o gm, Tambl^n se usa, la 

abrevlatura gr. En este texto abreviaremos gramo como gm. j,, 

• / 
kilogramo como kgm. y miligramo como ragra. 

Ejerclclos 3-10 

'A. El volumen de un deposi^o es 352»8 cm*^ • ^Cual es la masa 
de agua que puede contener, expresfida en 
k^) g3?amos? ^ ^ 

{X>) kilogramos? 

2. (a) ^Cual es la capacldad en mllilitros de un tanque rectan- 
gular cuyoVo lumen es 675»5 cm»^? - ^ 

(b)^ iCual es s\j capacldad en lltros? 
5. . Se ^llena de agua un tanque ciiblco cuyas aristas miden 6 pies 

9 p\^l'gatSas. 
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(a) Halla 8U volmen' $n pulgadas ciibibas. ' > 

(b) Halla su voltimen en pies oiibicos. Recuerda que 

1,728 pig. cb., = 1 pie cb, . . y • 

(c) Halla el peso del agua^. , Recuerda que 1 pie ciiblco de 
agua pesa SZ.k librae. , ' , ; • ' 

.lias arlstas del tangle del problemf_^^^ M 
Z.06 metres* " . , 

(a) Halla el volumen del tanque 6n metres ciiMcos* / 

(b) ^all^ su capacidad en lltros* Rec^erda que hay mil litres 
en tin metro ciSbIco*. 

(0) .^Cudl.es la masa del agua contenida? Recuerda que- i 

litro de agua tlene 1 kilogramo de masa* 
iCuanto menoal^iempo neces^tastq para resolveirel problem '4 * 
que para resolver el problema 3J ^Ctial es la ventaja prlnclpaX 
de calcular en el slstema mdtrico? * 
Un tanque tlene ;un volumen de 2^500 cm. • ^ 

(a) iGual es la\ capacidad del tanque en mililitroa? 

(b) . iCuantos kijogramos be agua .con tendra el tanquei^ 

(c) iCuantas toneladas mdtricas pe €^ua contendra el tanqye? 
Un deposlto ciibico tiene sus aristas de 30 cm* de longit|id, 

(a) ' iCual es el voluihen del depdsito en cm*^? 

(b) iCJual es su cap&cldad en lltros? . 

(c) iCu^tos kilogramos de* agua cpntendra el dep($sito? 
(Suponte que el deposlto es impermeable, per supuesto. ) 

El voliOTien del sol se estima en unos 357^000 mlllones de 
mlllon de mlllas ciiblcas o < 

_ , 3.37 X 10^"^ mlllas cubicas 

(a) Sabiendo que 1 mi. » 1*6 km* ^ expresa el voluineri del 
sol en kilometros cublcos. (Si prefieres, da tu res*- 
• puesta IndiQando solamente las multiplisjaciones* ) 
Expresa el volumen del sol en em. , dejando la mu3,ti- 
plicacion indicada* 
El\gal6n imperial brltanico, usado en el Canada y en Gran 
Br^afia, equivale a 1*2009^ galones americanos, o 

ll galon imperial Ingles <^ 1*2 galones amerlcanos 



* 16] 
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(a) CuajQido compras |'5 "«alonea" de gasollna en "el Canadii,- 
iC"udntos ^alon^a ^ericanos recibes? " < 

(b) iCuantos galonfes Imperlales se neceeltan para llenar un 
barril que coj^clene ,72 galones amerlcanos? 



Pi*Qbl.ema5 . » \ ' 

Consulta el VJ.geglino ahuarlo del consejo naclonal de maeatroa 
Me matematlcaa , como llbro* de referenda. ^ . 

. (a) ReiSne una liata de" todaa laa unldades de medida para * 
; longitudes-, areaa, vol\5inenes y capacidadea* que puedaa' 
encqjitrar en dlcho llbro de referenda. Lleva eata 
» ; llata a la Jefcuela. . , 

(b) Eacribe una composici<5n aobre el teraa "Por qu^ prefiero 
el aistema inglds de medldaa al aiatema m^trlco" o "^or 
qu^ prefiero el aiatema metric© de' medldaa al siatema 

' Inglea". Puedea consultar el llbro de referenda para 
cohaegull* i^,ayor Inf prmad<5n. Se explibaba bien eate 
tema en artlculo tltulado "El aiatema m^trlco — pro 
y contra", gor Chauncey, D. Leake y Ralph M. Drewa, que 
aparedo en Mecanlca popular de diolembre de l96ol 

(c) iQu^ peaa m^a, una libra de plumaa o una libra de oro? 



o 
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Breve reaumen de las . relaolones -. entre untdades ' • 

La tabla que ves a cpntlnuacltSn rssurae. muc^o de lo que se 
ha 'dicho sobre el sistema metrl'co. Con ella puedes obtenjer todos 
loa imiltlplos y- sutomultiplos de las*unidad©s de ii-ea, longltud, 
voli^en, masa y oEypacldad. ^ * . . 

Tabla E ; » 

« « Iong3.tud , \ * ' 

10 millmetros (mm.) = 1 centimetre ^( cm. ). 
100 centime tros '( cm, ) = 1 met^^p (m, ) 
1,000 metres (m. ) =1 kilometro (km.\) 

. ' Capacldad 
1,000 mllllltros (ml.) ^ 1 lltro (l. ) = 1,0(5(0 cm.^ 

• Masa 
1^,000. millgramos (mgm. ) = 1 gi*amo (gm. ) 
1>000 gramos (gm. ) • 1 kllogramo (k©n, ) 

1,000 kllogramos (kgm. ) = 1 tonelada m^trlca 

i 

A contlnuaclon se indican algunas relaciones de conversion 
Importantes entre las cprrespondlentes unldades inglesas y ^ 
irfSfcrlcas. 



Tabla F 



Longltud 



(deflniclon. 1 pulgada (pig.) = 2.54 centlme'trSj^. ) 
de pulgada) IB^ 

1 metro (w. ) » 39. 37 pulgadas ^tm* ) 

1 centime tro (em. )'« 0.39 pulgadas (pig.') 

1 kilometro (km. ) w 0. 62 milla (ml., ) 

* 1 mllla (ml.) « i.6l kllometros (km.) 
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1 r>rk 



. Capacldad 
1 il%ro tl. ) « 1.0567 cvartillos (ct, ) 
^ / 1 litro (1. ) » 0.2642 gal6n (fjal. ) 

• . - '1 galon (gal.) « 5.785 lltroz (1.) 
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. CapltulQ \ 

.CONSTRUCCIO^S, TRI-ANGULOS COWGRUENTOS 
V y LA PROPIEDAD PITAQORICA 




4-1 , Introduccldn a 3.os dlbujos 21 las conatrucoJones en matematlcas 
El di^ujo de, fJLguras.^y el uso jae croquls nos ayudan a resblver 
muchos vproblemas. ^ Los Ingenieros aeronautlcos dlbujan figwas de 
cada parte de \in nuevo aeroplane para estudlar Inejor los problemas 
que presentan, Los arquiteotos, antes de. comenzar a construir, 
vdisefian la planta ^ la' f abhada de un edifl6lo exactaraente^^como 
"dste se -v^ra una'vez termlnadb. ^ Los dlrec tores de teatro dlb\ijan 
>fel . escenkrio y la poslcion de los» objetos para deoldlr mejor cdrao ^ 
se debe presentar <ilerta eacena. " Los carpinterps dibu jan los 
ot>jetos que- veua a cons tn*ir. /Los eiectricl«tas "hacen dlagramas 
para raostrar c<$pio se deben disponer lbs dsvanados de una maquina 
el^ctrica. "'Mi^hos de tus problemas seran mas faciles «e resolyer 
: sl adquiereflj^ el habito de dibu'jar flguraB o dlagramas que te ayu^en 
a ver las relacAorle^ (jue se presentan en tu problema. A v^ces los 
eptudlantes coSeten errores tontos'^^porque no se toman el trabaiJo 
de^. dlbujar una figura de la situaclbn que presenta el.problema. 

Para nruchos problemas es suficiente hacer un . croquls de*la 
sltuabion. En titles cksos,' los crpquia ae pueden dlbu jar a mano 
alzada. Aunque imprecise por ser un diseSp llgero, el croquis 
debe ayu^arte a "ver" el problema. No tiene sentido .perder .el 
tiempo en ,dibujar una figura perfecta si basta^uh croquis. 

Algunos problfemas se pueden * 
resolver^efectusjido mediciones sobre 
los dilxijos/ pero en est e c^aso* tales 
dibu^os deben Ife.r suficientemente 
precisos. Para hacer dibujos pre- - 
cisos se utlllzan diversos instru- 
mentos. Una persona cwa profeaion 

consiste en hacer dibujos precisos 

•.* ..J 

se llama dlbu.1ante, ' Los dibujantes^ 
utsilizan compases y jpeglaa, pero 
ademas emplean muchos.otrps. 
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instrumentos, tal^s^ como transportadores, reglas en^ escuadras 
triangulares de 50 y 60 grades, escuadras triangulares^ de 45 
grades, reglas flexibles, reglas paralelas, pant6grafos y plan- 
tillafe. Utilizaras algunos de estos Instrumentos, p^^cK^tro^ 
.son demasiadp caros para usarlo^ en esta etapa de ^tus estudlos. 
^t^rate de cdmo son y de c^o' se usan^los sipuientes Instru- 
mentos de dj^bujo: >^ ) * 

(a) escuadra trxwiguil^r de 50 y ^0 grados 

(b) plantillas ^ * * , ^ ^ 

(c) * pantdgrafO . * • 

Los instrumentbs soloa no pueden pipducir *exactitud. Quie^i 
da resultados exactos ^erqs tu, cJuando* empl^a^ esos Inst^rumentos 
de manera adecuada. En pi septlmo gradp >h^s*"aprendido,>a usar 
el limbo graduado;*- sin embargo/ es posible,.que ipiecesrites .reviser 
estas ideas con tu prpi^sor. • > 

Cuando se^TntOe^n sbigulo y uno de sus rayos no es bastan^e 
largo. eomo para alcanzar la escala d^l* limbo graduad6, prolonga 
'el *ray6 o cbloca el.-borde* de una regla cuidadosamente a lo largd"^ 
del mismo* ^Ten cuidado de utillzar la escala oorrecta del llniboi 
graduado. 

Gomp recuerdas, se llaman f iguras planas las figuras que^ 
estan oompletaraente ~en una superficie plana como tu t^oja de 
papel o la superficie ^e la pizarra* Las rectas, "los dngulo's y * 
los poligonos son ejemplos de figuras planas\ Las rectas son 
las ma^ simples de esas figuras. Son de espedial interes. las 
relaciones que hay entre dos o mas rectits en" el piano: las 
rectas peiTpendiculares son rectas que... ^e Intersecan f ormando 
angulos de 90"*; las rectas yp^r^lelas son dos o mas rectas que 
no se intersecan o, en el lenguaje de los conjuntos, rectas cuya 
interseccion es el con junto vaolo* ^ m ^ 

. Las perpendiculares s'^^ pueden dibujar con precision con la 
ayjajSa de un limbo .graduada, pues basta medir un angulo de 90"* 
en cualquier punto; de una recta. Prolongando los r%os, se 
puecTen fortnar rectas. Las rfectas^ rayos, o segmentos pueden* ser 
mutuament«^erpendicu lares. * 

Se consideran cqrao paralelos los bqrdes de la mayor parte 

X ^_ , ■ 



\ 



i5G 



l^s reglas. Una manera rflpiaa de dibujar dos rectas paralelas 
es trazar una llnea por cada lado de una regla sujeta de manera que 
no^se mueva. Naturalmente, este m^liodo <fcieije usos llmitados, pues 
todos los i>ares de rectas paralelas resultan trazadas a distandia 
constante. Para allanar esta dlficultad se necesita el limbo 
graduado. 




Para t^azaP rectas paralelas con exactltud, puedes utilizar 
el limbo graduado si recuerdas que los angulos c<Mr»re3pondientes 
f ormados por dos paralelas y u^ia* secante sorr"cong5*crentes. Una 



secante es una recta que interseca 
a dos o mas reo-tas en puntos dlstintps. 
S3,»quierfea dibujar la figura de 

t 

la derecha, utiliza una regla para 
trazar la recta i. cualquier 
pun to de la r^cta . i, dibuja una 
recta t de manera que se forme 
un angulo de ,60°. ' T3*aza una ter- 
cei»a recta que interseque a , . 

la re^ta t ^ formando, con ella un^ 
'angulo de 6o°. Gomo los angulo^ 
c<ilrrespondientes son congruentes, 
ia .reata es paralela a 1^ 
recta Jt\. * ^ 

IEb la recta i paralela a 
la recta en ambas figuras? . 

iCdmo io sitoes? 





* / 
X 




\l30* 






I 









/////A 
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\ Las reglas en T y las 
escuadras triangulares son tambi^h 
\Stlles para dlbu^ar rectas para- 
lexias. La f igiara de la derecha 
ilwstra JLa manera de- usar la 
escuadra triangular y la regla en 
T para trazar rectas paralelas. 
Se dlbujan conjuntos de rectas 
paralelas raovlendo la escuadra 
ti^langular a lo largo de la regla 
en T o rao|d.endo ,1a regla en T • 

solamente. . , 

Otro tlpo de dlbujo preclso que es^udiar^^^ en este. caipltulo 
es una construccl6n con , la regla 2. compas . Estas construcciones 
||on dibuiJos que se hacen erapleando. solamente dds instruraentos, una 
regla y un compas, Naturalmente, se usa un^aplz (o una tlza). 
Como la frase "construcciones con la regla y el conipds" es muy 
larga^ emplearemos en este cdpltulo la palabra construe cl6n para 
referlmos a dlbujos que se hacen unlcamehte con la regla y el 
compas. . Supondremos que la regla no lleva marcada nlnguna escala, 
pues se empleard s<5lo pai^a trazar rectas y no para medlr longitudes. 

f * EJerclclos 4-1 

1. Dlbuja un- angulyj de 60" sin usar el llmbdi graduado. Ahora- 
mlde el angulo con el llrabo graduado. .^Con qu^ aproxlmacldn 
vendra dada tu respuesta? Haz otro dlbujjgj para ver si tu 
estl^acl'dn, ha mejorado. 

2. Idbuja ahgulos cuyas medidas en grados se Indican contlnua- 
ci6n: * . 

(a) 45', (c) 30 . (e) 10- (g) 110 

(b) 90 (d) 120 (f) 160 (h) 65 

Mlde cada uno de ellos con el li^ho graduado para ver hasta 
•qu^ punto has estlmado bien el tamario de cada ^gulo. Replte 
la prueba si no estds satlsfecho con la prlmera. 
iOu^ angulos del probleraa 2 son agudos? ^Cuales son ototusos? 
Dibuja con la regla y el llrabo graduado una seeante que 
Interseque a una de dos rectas paralelas con un Angulo de 80% 



3. 
4, 



(a) 



iCuantQS pares de ^gulos correspondielf^es puedes 
encontrar? 



iCudntos pares de ^unguloa opuestos por el v^rtlce hay 
en* tu dibujo? 

Icu^toB grados hay «n cada.par de ^ulos opuestoB ppr 
el v^rtlce? lY en cada pas cle ^igulos correspondientes? 
^Puedes dib\i»jar tres 6 mas r)Bct.as paralelas, cada tina de 
las cuales Interseque-a la secante seg\in uia dngulo de 

80"? > 
5. TJsando la regla y el limbo graduatlo, dibuja un trlangulo que 
tenga <^o3 ^ngulos de 6.0" oon un lado de. 2^ pulgadas de 
longitud enti?e los vertices de dlchos sbigulos. 
eT" Con la regla y el liJBibo graduado, dlbuJa un trl^ngulp cuyos 
ladoB sean ^Gg-^cm. y 4| cm. El anguld fomado pqr.esos 
lados es de qu^ clase es el trlangulo? 

7. iRecuerdas que^ un paralelogramo es uh cuadrll^t^ero cuyos. lados 
^pMestos est& sobre rectas paralela^s? i^s el cuadrado un . 
paralelogramo? ^Son paralelogramos todos los rectangulos? 
(a) /Utoillzando la regla y el limbo graduado, dlbuja el rec- 
' tdngultf ABCD. iOe qu^ tamaKo es el angulo de v^rtice 
el de v^rtlce B? 
(§) iSon A y B vertices, consecutlvos del paralelogramo 

ABCD? I ' . 

♦ (c) Recuerda eata propledad de los paralelogramos: Los 

angulos de vertices consecutlvos en un paralelogramo son 
supleraentarlos. La suma de las medldas de los angulos 

f A y B es . Detemlna ^a suma de las medldas de 

los dngulos B y C. Haz lo mlsmb con cada par de' 
angulos consecutlvos. z ^. Y » / 

'8. En el paralelogramo RXYZ 



A? 




m(/ X) + m(Z Y) = 
m(/ Y) + m(/ Z) « 



ra(/ Z) + m(/ R) ^ 
in(/ R) + X) = 
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9. Utllizando la regla y. 61 limbo graduado, diljuia un paralelo- 
gramo de lados 1 pulgada y 2 pulgadas que formfen un angulo 
- de -TS*. • ■• *. . . . 

10. PROBLEMA DIPICIL. ,Un agripyitpr piehsa dlvidlr'su hacienda 
en partes iguales entre sus hijos. La forma de Is^ hacienda 
se ve en la flgura. Cuando' tenia dds hijos, proyectaba 
dividirla como se rau^stra- en el primer idiagrama. Era facil 
dividdrla cuando tenia tres hijos. Ahora tiene cuatro hijos. 
iComo puede dividir la hacienda en cuatro partes que tengan 
exactamente la mlsma^ extension y sean de la misma forma? 



Division para- 
2 hiJos 











1 

— 1 


MM. 







Division 
3 hi Jos 



tar 



^Cdmb puede 
dividlrse para 
4 hijos? 



4-2, Construcclones baslcas 

Al dlbujar las figuras geom^trlcas, has*,' empleado diversos 
dlsposltivos mecanicos para' poder trazarlas con precision, En 
los 2,000 aftos que han transcurrido desde* que Euclides y o'tros 
pensadores eriegos desarrollaron la geometrla como una ciencla, 
muchos autores de textos de geome'fraSa han consldera^o convenlente 
poner ciertas restrlcclones a "los instrumentos que deben usar. 
Eiyv^^rtud de estas restrlcclones, la regla deb? ser usada para 
IrazaiN§e®nentosJde recta, y el.compas debe eraplearse para trazar 
clrcunferenfeiarB^ arcos. Un arco es. cualquier porcidn conexa de 
una circunferencia. ''^ . V 

En tus construcclones, debes usan el borde recto de las 
reglas, sin eraplear las graduaciones de las mismas. Eft geometrla 
3jnaginamo3 que las reglas no tienen marcas que permi'tan efectuar 
medlcrones con ellas. 

Puedes" obaervar quh .d^bu jamos, o const3?uimos, .un segraento de 
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recta tratfandolo pon uft l Apl ' z npujado en o l bordo reotllfneo rtft 

una regla. Por otra parte, nueatro m^todo parfe dibujar una circun- 
rencia es baatante diferentfe. En esta -constinaccidn empleamos un 
trumento ^^cial : el compas. No ef ectuamos el trazado con 
Japia a lo. largo de un objeto que tlene el , borde circular. Los 
esfuerzos para disefiar un| Instrvmento con el que se, puedan trazar 
^gmentos de rectas sin emplear la regla, constltuye un capltulo 
Interesante en la hlstoria de la geometrla. Estos esfuerzos 
tuvieron ^en. exito solamentfe hace unos 100 aftos. 

Las flguras gecjm^tricas dibujadas con regla y compas solaraente, 
se llaman cons true clones* En esta aecclon aprenderas varias cons- 
trucciones b^slcas que se usan en geometrla. 

/ Slgue las Instrucciones y completa cada una de las construe- I 
clones, de 1 a 4. 

1* Para coplar un segmento ^ , ' ^ p 

(a) Dlbuja vlii^ recta un poco 

mas larga que el 3egment6 "* ^ 

dado que se quiere coplar, Paso ^a 

(b) Goloca la punta del compas 
en uno de los extremes del 
segmento da<jlo* * ^ 

(c) Abre el compas hasta que ^ a* -| B- 

la punta con laplE toque 

el otro extremo. (La Pasos b ^1 ^ 

dlstancla entre la punta 

metalica y la punta con ^ 
laplz del compas es« la 

^ longitud del radio del * |^r^ * 

compas* ) ^ 

(d) Sin cambiar el radio del Paso d 
compas^ coloca la punta 

metdllca em A» (un pun to pj^alquiera) sobre la recta que 
h§LS trazado, y marca un.arco clonde la punta del laplz 
interseoa a esta recta* El segmento que va del punto 
(en que se ha colocado la punta metalica del compds) a 
(la interseccldn del arco y la recta) tlene, la misma 
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— longlfem^ <iu'g ft l aegm e nto orj.glne.1. ' ^ — : ^— 

Usa esta construccidn cada que necesltes determlnar se^nentos 
de Igual longltua, - " . ' 

2. Para blsecar un segmento de recta , 

Xa piuLabra Maecar ai^lfica dividlr en dos partes Iguales. ' 
(a) Coloca Xa punta del compos 
en un extremo. del segmento. 
Abre el compas de manera que 
. ■ su radio. sea mayor que la 
ml tad de la distancia entre 
los extreraos del segmento. 



(b) 



Traza arcos por earrlba y pop 
aba jo del centro del segmento. 
Debes hacer los aroos basteoite 
largos para estar seguro de 
Inclulr puntos que est^n por 
enolma y por debajo del centro. 




(cT ^^i^^ cambiar el radio del compas^ 
coloca la punta metallca de este 
en el otro extremo. Tr^za arcos 
que corten a los dos arcos ante-- 
rlores. 



(d) Traza una recta por los puntos 
, en que se Interseo^ los arcos. 
Esta recta blseca al segmento 
original. 



Mid e las * do^- part ob t en:3Ldas >n { d )\ 6 Son 
* de 14 misma longitud?^' lOviil es la jpelacidn . 



♦ * 




y 



entye el segmento y la recta medlatriz, que has con3|ruld6t 



5. 



(c) 



Paya eoplar un ^gulo 
(a) Traza una ?»ecta*de refe- 
- renci^" parte de la cual 
seri usada comb un' r^iyo 
del.angwlo, I , 

Coloca la punta del coiap^s 
en el v^rtlce del dngulo 
y trassa un arco que Inter- 
seque a ambos rayos del 
dngulo. 

Por un punto P, sobre 
la recta referenda, 
traza un arcp con el 
radio que has utllizado 
en (b)» 

Caloca la punta ctel com- 
pas en la Interseccldn de 
un rayo del &igulo origi- 
nal y del arco que lo 
interseca* Coloca la 
punta con lapiz del compas 
en la'otra interseccidn. 
Con el compas en la posi- 
ci<5n que se obtuvo en 
(d), coloca la punta en 
la intersecci(5n de la 
recta de referenda y del 
arco, ^ Traza un arco que 
inter s^que al arco dibujado 

Traza ui^ rayo *que parta de 
P sobre\ la recta de ^refe- 
rendary que pase por la \ 
inters eccion de Ips arcos. 

I . 

Emplea el trans|)ortador para verif icar esta construccion. 





(f) 
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4. Para blsecar tin angalo 7* ^ 

Las ctta^ro flguras ilustran 
loB pasos que hay qtie seguir para 
biseca^r vxi angulo con regla y 
aoinpas* ^ 

Estudla estos pasos en las 
construcciones. Luego dibuja un 
angulo sobre* una hbja de papel y 
bls^calo* 

^Puedes declr tu mi^o lo 
que hay que hacei^ en cada paso? 

Eraplea el limbo, graduado 
parpt medir los dos dngulos que 
has constiruido. ^Tlenen Igual 
flfedida? 



\ 



uno de 



-167- * • \ -^-2 

• ^ ' E^ercl'blo^^ ^ ~ — 

1, Usa la regla para trazar^ttna rectA horizontal de i-g- pulgadas 
de longitud. Construye sobre una recta vertical dada un seg- 
mento de la mlsma longitud, 

2, Usa la regla para trazfr un segmento vertical de 2^ puij^^d^s 
♦ de longitud. Construye sobre una recta horizontal dada un 

segmento de la misma longitud, 

3, Usa la regla para dibu Jar un segmento oblicuo de 5 centlmetros 
de longltyd., Construye sobre una recta horizontal- dada un 
segmento de la mlsma longitud. * 

*» • 4, -Biseca eada uno. de los segmentos que has construido en jlos 
,.. prpblemaS 1 , a 3^ Boaplea solamente regla y compas. 
5^. ijibuja un angulo agudo V un angulo obtuso. C^pia cada 
I9S angulos empieando solamente regla y compas. 

6. Dibuja un angulo agudo y un gbfigulo obtuso., Bis^calos <impleando 
solamente regla y compas. 

7. (a) Dibuja un triangulo grande. Biseca cada angulo d^l tri- 

angulo. Prolonga las bisectrices hasta que se interse- 

quern • , | 
(b) ' Cuando tres o mas rectas se intersecan en un puntoi, se 
llaman rectas concurrentes . ^Te parece que las biBec- 
trifes son rectas ooncurrentes? 

8. Dibuja un segmento y luego divldelo en 4 partes iguales. 
Emplea solamente regla y compas. 

9. Dibuja un angulo obtuso y construye rayos qua dlvidan el 
angulo ep cuatro angulos congruentes. 

Las construcciones bdsicas que has estudiado pueden ser 
empleadas de vajrias maneras diferentes. A esta altura de tus 
estudios, explorard;^ solamente algunas de esas maneras. Cuando 
estudies geometrla en el segundo ciclo secundario, hallar^s muchas 
mas. Esta leccion esta destinada a efectuar descubrimientos. Si 
es necesario, "se agregaran al problema explicaciones breves! 
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~l)^t)uja vn segmento de pecta con una longitiad aproxlmadamente 
Igual a I'a cTel sigulentes * . " 



(a) EtHpleando eata longltud como radio, traza una^lrcun- 
ferencla pon un extremo del segmento como ce3|tro, ^ 

(b) . Traza otra circunferencla con el mismo radio y con 
^ c'entro en el otro extremo, 

t {o) ^En_cuanto3. puntos se intei^secan las clrcunf erencias? 
-(d) 4*9m6 uno de lbs pyntos de interseccldn de l^s dos clrcun- 
ferencias y traza los segmentos deteimlnados por ese. 
r. punto y, cada uno de los extremes del segmento original. 

(e) Compara las medidas de los tres segmentos. ' 

(f) iQsc^6 clase de triangulo has construido? 
Construye ^un tri^bgulo cyyos lados tengar^ como longitudes 
las de .los .segmentos que se dan a continuacidn^ 







Puedes Seguir el pi 501 del problema 1, con la excepcidn de 
que ^s bircuriferencias de los pasos (a) y (b) no tendran 
el mlsmo rat^io* • 

Xi) Const3?uye un triangulo cuya base tenga la misma li)ngitud 
^que el segrnehto que/se dibuja aqul^ y cuyos ^gulos en 
cada uno de los extremos de la base sean congruentes a 
los sigulentes angulos:*,. ^ * 




• (Sugerencla: Ehiplea la base Como un lado de cada ^ngulo* ) 
(b) iSeran parecidos todos los tridngulos congtruldos con 

estas medidas? Esta construccicn se emplea para dibu jar 
triaiigulos buando se conocen dor angulos y el lado comiin. 
a ellos. , ' 
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^ 4/ (a) \^Constr }aye un trlajfijeulo,. dos de cuyos lados tensan. la 

misma Itongltud que 1<)S segmentos que aparecen mas auajo., 
• * • y cuyo ingulo comprendido tenga la amplltud del que^ se 

da aqul. ' \ ■ • 



/ 



/ 



0^ 



, . V . ~7 " • . 

9, (a) Dlbu'Ja un triangulo y« construy^ los puhtos medios de 

cada «no de sus iados. • Une. ca.da uno de estos pun to s - 
medios con el v^rtice opuesto. Los segmentos asi deter- 
minados se llaman medlanas del triinguld. 
*('b) iSon concurrentes <La3 medlanas ? ,1 
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(b) jSeran j^arecldos todos los triangulos. construldos con 
estas raedi;(^^ Se usa esta construcci<$n cuando se 
concern dc^'SLidos de un trlangulo y el angulo comprendido 
por ellos. " . # . 

5. Construye un trlangulo rectdngulo que tenga un angulp agudo de 
60°. (Sugerencia: iSe puede emplear uri trl^aigu'lo fequllatero 
~ /como base para esta construccidn? ^Cuantos grades hay en cada ^ 
angulo de un trlangulo equilatero? Se pueden construlr dos 
trigbngulos rectangulos a partlr de un trlangulo equilatero de 
dos maneras: empleando la construccidn 4 6 la cpnstrucclon 
2. Ensaya ambos m^todos y comprueba la oonstruccitSn con-'un 
limbo graduado.) • 
6.. DibuJa lo siguiiente: 

(a) 3 rectas concurrentes. » 

(b) h reqtas. concurrentes. ;* 

(c) 5 rectas concurrentes. , 

7. (a) Dibuja tres rayos tales que los extremos de los rayos 

sean el unlco punto de lntersecci<5n. 
(b) . iCuantosJalljlos forraan los rayos de la parte "(a) f 

8. Construye ui^B^ento cuya longitud aea igual a la diferencia 
entre las loi^ltudes de estos segmentos: 



Un pollgono es una curva simple cerrada formada por segmentos 
de recta. Un pollgono con cuatro lados es un cuad^latero . Hay " 
muchas clases de cuadrllateros ; trapec^s , paralelogramos, rec- 
tangulQS, cuadrados, etc. Un pollgono de cinco lados es un 
pentagono, uno de seis lados es un hexagono y uno de echo lados 
e£| un oct6gono « " SI, los lados 'son todos de la ihlsma longlt^d y 
todbs los angulos tl enen la misma janedlda, los pollgonos se llaman 
3:^egu lares . * • • ^ . - 

Si cada uno de los vertices de ^un pollgono es un punto de 
una clrcu'nferencia, d«clnios que el pollgono esta inscrlto en la 
clrcunferencia. En esta seccldn/ usaras las cpnstrucclones que 
h&a 'aprendldo para inscrlbir triangulos equ^aterp.s, Quadrados, 
hexagonos y octdgonos. Los problemas contienen los datos sufl- 
elentes para que efectiSes las construe clones* 

♦ • '» ' ' 

Ejerclclos 4-2c 

1. Dibuja una clrcunferencia de radio 2 pulgadas. Con una 
abertura de compas Igual al radio de la clrcunferencia, y 
parti endo de un punto cualq^iiera de la, 'misma, marca un arco 
sobre la clrcunferencia. Golpoa la pyntfei del compas en el 
punto en que el ai'co Interseca a la circunferencia, Marca 
otros arcos sobre la circy#if erencia. Contlnua de la misma 
manera hasta que el ultimo, arco pase por el piJnto de partlda. 
Si haces esto cuidadosabnente descubrlras que el ultimo arco 
clibujado pasa exactamente por el punto/de partlda. 
(a) iCuantos arcos hs^? / 
^(b) Conecta ^ada ItfOers/eccidja, ^ftj* la /clrcunferencia y un 

arcQ_con.las Intrfrpsficcioftes que estan a ambos lados de 
41. ' J , . 

• (c) iQu^ flgura forman esos segmentos?- 

(d) iCdmo pued| g^, emplear estos puntos para construir un 
, trlangulo equildtero?- 

(e) iComo puedep fomar una estrella de seis puntas-^ 



/ 



2. M'b\ija una^ circunferencla y, uTi >dl€^ d« li^misifta/ Utlllza '^ 
el limbo graduack) para trazar^unT dl^etro perperK^icular al ' 



primer, diantetro. . Une ordenadameijtg, con segmentos «l recTta/ 

IpFexti'enios los diW * '\ \ - - • ^ 

(a)"* iQu^ figura se forma? . - * * *V 

^(b) iCdmo puedes forrasar \m pollgonp con doble niSmero de lados? 
^Hay dos manaras d& ha?cer esto* ^Puedes explica^^ cual^s * 
son? . * ^ 
(Como has tjsado tu limbo gradu ado, la flgura <iue has dlbujado 
^ [^no se llama una construccidn* En la Sfcci6n 4-5 aprender*emo«- 
la^wanera de constr^ir un angulo rect6**) \^ * 

3, . Construy? ujfia circun/erencia e Ins.cribe en ella uiri "trlTaligulo ^ - 
, V* Qquilatero, ^in hexagono y lan pbllgono de 12 latd99. 
4; Con esVas construcclpnes baslcas se pueden'^^^^LbiiJar va3?las 
flguras, como se^m^^stra aqiJl* ^ Trata de coplarlas y luego 
• inventa algunas mas, ^ ; 




4-5* Simetrla - ; 

,En la 9eocl<5n. anterior has* tratiaj ado con congtruc'blones, gep 
' m^trlcas. En esta -seccf^n exploraras algunas cle las propiedactes 
de las figuras.que has" construido,' La mayor. parte de las cons-" 
fcrucciones sc^ ejemplos de slmetrla y de congrwen^ia. 

•Esta secQldki se ha escritd de manera que puedas.descubrir, \ 
-por^ tJL mlsmo lo que slgnlfica-slmetr^, y en las Secclones 4-4 
''y 4-:5 estudiaras la congruencla. ' , ' 

\^ Ejerclclos de clase 4-3 \ 

- 1. (a) Dobla'por la mlteftJ una * ^ ' 

hoj^ <3e papel • toraada de tu cuade3pno • - ^ * . ' • - 

de notas {o* cualqulerotra hoja de 
' papel con esquinas, cuadradas")* 
Partiendo del doblez., corta o 
arranqa tan trlanjgulo rectangulo ^ 
cuyo ladOv^mayor fiolncid^a con el 
doblez^ comet b& muestra en la 
segunda flgura. hi irdsrao ' tlentpo, . 
Qorta un trlangulo' redtangulo a ' 
ambos ladoa del. papei doblado. ta 
flgui^a de la derecha, arrlba^ es • 
una hoja "doble". JDesdotola iuego . • 
la* parte que perrtianece doblada* * , * 

^Qu^^ forma tl^^^^ * ' ^ ' 

B y 

la int*erseccl<$n/4el dotolez 
^y del iado SC". Ahora 'la flgura se,. parece a la slgulente : . - 
. ' ( c ) Dobla jiueyamente el * « 
trlangulo a lo-*%argo de AD, ^Goln-^ 
clden .exactamente los trlangylos 
rec^anguloQ ABD y . AGD mio sotre 
otro? Decimos^que el trlangulo ABC 
&s slmdtrloo .respecto de la recta 

porque^cuanclo -se* dobla Ta lo 
r^irgo de ISU, las dos mltades oQln- 
,6iden exac^ament'e. La recta AD^ 
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(b)\ Mfi»»ca con A el vertlce .del ^doblez, y con 
los'otros vertices** Marca con 
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es" un eje de almetrla del triangulo. . . • 

'(d) iCuantos ejes de slmet/rla; tlene un .tjcdangulo : ' 
Isdsceles? un trldiigulo equllatero? un tridrtgulo esqall^eno^ 
® ^ 2, (a) Toma otra hoja de tu cuadflfiomo" y d<5l5lala a lo leirgo, 
por .la raitad. ^ ^• 

(b)^ Toma tu hoja d6blada . • 

y ddblala nuevamente por la ml tad 
tranaVersalmente (de manera que el 
doblejp caiga sobre si mismo). Re<- 
corta 1^1 esqulna en que se\ljiter~ 
secetfi lOB dobleces, como se indlcan. 



V 



en la figure a la derecha. pes-- 

r 



N 



OOBLEZ 



pllega la pleza que haa. recortado. 
i<$a4 forma tiejie? * . 

(c) Marca tu f igura como 
se Indlca a la derepha. iCoinclden 
.exactamente las' jdos mit^ades cuarido 
doblas a lo largo de TRT? 'aQcw 
pas a sJL doblas a lo largo de 
^Hay un eJe* de slmfetria'f iCuantoe . 
-eJes de simetrla hay? \ 

Consldel^a el hexagoxio^ 
regular de la f igura* ^^etermlna 
e je^ de slmetrl^ cada»una.de las 
re'cteiS de trazos? iHay o^ros Qjes 
de slmetrl^? ^Puedes encontrarlo?? 
iCuantos ejes de simetrla tiene un * , * 
hex^gono :pegular? ^ 

^. Dlbuja una circunferencla y^uno de sus dlametros* ^E^ ^ 
este dlmnetro un'eje de*'* simetrla? ^Tiene la circunf ei^encia btros 
eJes de simetrla? 6Hay 5 ^i^^ de simetrla? lY 100? 10^? 
.^Hay m^s ejes^'de simetrla que cualquler *numero que puedas menclonar 




5« Observa la elipse en la 
figwra de la derecha* Es la f Igupa ' 
que obtlenes recortando la purita de 
vnx cono medlante \an ^coi^te piano 
obllcuo* ^ ^Es AB ' \m eje de slmetrla? 
^Hay otros ejBs de sJjnetrla? ^Cuantos 
e jes de simetrfa tlene una elipse? 
El segmento ' se llama el eje mayor 



de la elipse, Otro eje de slmetrla es el eje menor de ia elips6, 
iVor q\i4 piensas que aS se llama el* eje mayor? ^^Ddnde esta el 
eJe menor? * * 

^ estos ejercicios has aprendido que muchas de las figuras 
geom^t^icas ique conoces son sim^tricas respecto de una recta* 
Muchas figuras omamen tales y 'decoraciones tienen tamblen esa 
clase^ de simetria* ^ 

"^ DefinlclcSm Una f igura es sjon^trica refpecto de una recta i 
" si J)ara*cada pun to ' A de la f igura/ hay un punto tambi^n 
de la figura^ 1;al que ,>;Jt e^ una mediatriz de 



" ' ^ EJercicios 4-3 " 

!• Dibu ja :un rectangulo y traza sus ejes de sajfnetrla^ dandoles 

nombre.** ^Gu^tos ejes^de simetrla tiene un re^jMngulo? 
2» Dibuja un tridngulo equilatero, trazando y dandoinombre a ^ 
sus ajes de s*ira:etrla- ^CUantos ejes.de sluietrla hay? Jp 
5; \DibuJa un cuadrado, .trg^za y . designa sus ejes de simetrla* 
\iCuantos ej^s de simetrla tiene un cuad:eado?, % • , 

Traza y marca los ejes\de simetrla, si los hay, en cada una 
de^as figuras que siguen, ^ ^Cuan^tos ejes de simetrla t3,ene 
cada ftfl^ura? ^. ^ . ^ ^ ^ ^ \ ^ 



(a) 




(g) 




(e) 



(h) 




Dobla urta hoja de' papel Bpr la raltad, corta algunas flguras 
y luego desdoblalas,. jEs simdtrico cada .dlbujo respecto del' 
doblez? iEs el doblez up eje de simetrla? 
Dobla por la mltaduna hoja papel, y luego ddblala nueya- 
mente por la inltad, pei*pendicularmente al "primer doblez. 
Corta una flgura en ella y luego d^sddblala. • ^Donde estan 
los ejes de simetrla? , / * 

Beclmos que una ^clfcunferencla es aimi^ioa respetto xJe. un 
punto,^ su Qentro, y 'que una elipse es aira^trica i%specto de 
un pun to, su. d-entra (el puiito an que se Intersecan su e~Je 
mayiDr y au^eje menwi^ Tamb\^Vd€?6imos <jGe Ja^flgufa que 
apaisece en. la paglna sl^ulente ^s^ sim^trica respecto del 
^punto ' 0.. 'Describe yerbalmente lo que crees que xse^ entlende 
por .simetrla respecto ^6 un punto. ; . ' 



i&4J«ale^ de las~^ig«3?aa del problema 4 soiji ^8im^tk*cas reap^cto 
de un punto? 

8. CuaiM3o se oorta^una jiafanja mediants un piano que pasa por lu) 
centVo de tal manera que cada seccldn de la naranja results J 
. cortada tambl^n por la ml tad, poclemos imaglnar como ai^^J^^oia 
,las superficies hechas por el corte. La sime^rla de e^a \ 
^clase es slmetrla respecto de ui^i piano. Irjdlca otrosjbb Jetos 
que son sim^trlcos respectift de un plaiiQ.'' " * . 

Trlangulos congruentes ' 
En los/EJercicios olase 4-3, problema, 1, has- construido • 

un^trlanKulo Isdsc^l^ doblando una hoja de papel y r^ortajido, 
»E1 eje de slitfetrla (el/doblez) divide al trlartgulo isdsceles eh 

dos. trlangulos rect^ngulos que tlenen el mlsmo tamaiSo y forma. 

Cuando dos f iguras tlehen el mlsrao tamaiio y fqrma. declraoB que. 

sop congruffntes^ . Los *dos trlangulos r^ctangulos son trlapgulos 

congruentes. ? *-\ . * ^ \ ^ ' 

•• i^edes pensar .en otras f Iguras conginientes? /Son "dos 

clrcunferenolas . congruentes, gl «ada\una de ellas tlen^ u;i. yadlo 
,de cinco pulgad^s? ^Son cijngruentea dos segmentos de recta que 

tienen la mlsma longltud? . , . 

' . Puesto que un ^ngvlo es una figura ^eonwStrica-, ^podeiftos 
hablar de^ angulos congruentes^. LaLs f Iguras ^congruentes tlehen 
el mipinp*!;araaao forraa^> Ahora) s^ dos angulos tlferien" laVmljaraa 
me-dlda, tlenen 41'rais||Jb tamaKo, y declif^^ue alos, an®ii(»s tlVnen" ' 
el-Bilsmo tarnaao slgnlfica que 'tlenen la''ml§ma mecHda. Por/el 
aspect© ^de los angulos, deduclmos que dos angulos con" Iguales 
raedidas tienen la mlsma f^rma. ' - . 



I,OB angulos B y P que» se muestran,^ tienen Igwales medidas, 
Podemos decir qwe / B es congruente con / P, ^ escrlblr 
2^ B J¥ / d^nde el sfrabolo " s signlfica "es congruente con", 
i?3 / P s / Q? 

•* ' Sabeittos que dos circunfe:|enclas ^on oongruentes si tlenen el 
mlsmo radiq. *Doa cuadrados son congruentes si tienen la misma 
medlda pw-a sua lados. Dos segmentos *de recta son conginaentes si 
tie.nen la* mlsma longltud. * Dos angulps son congruentes si su .ampli- 

.tud .es la "misma. 

*■ ■ - , * • 

iSon Congruentes dos rect^ngulos si sua bases son iguales? 

No. si sus baaes y aus alturas son. Igualea? Si. Puedes ver 

^que el rectangulo exige dos c^ndiclones^. para la congi*uencla.. 

' . Los tridnguloa son tan importantes en gran parte de las mate* 

mdticaa, las cienclas natura,lea y la ingenierla .jiue neceaitamoa 

^onocer bieh laa condiclones ^n laa cuales.los tridnguloa aon 

congruentes. En eate caso neceai tamos ma§ condlclonfea; qufe en laa 

fl^ra^^'-qu©->5£^ hemos eattidlado. 





A ^ 




' ' Si ae tra,zara en un p^pel el* triangulo. DEP y se r^cortara 
^ luego gi^^o larg;6^d el modelo de papel 

■ rtepresenilj^rifi al €riAriij;iala^^ Eate mo^lo de pap©!- 

• .ppdi?la • a:^V; yiocV^o ^oljre el * lt:^i^gu^ . ABC y loa trldnguloa. 
*fn podrian doljricSLdtir exaataJhente. E^tonoea- Iqs ^^o^ triangulos aon 

. ••• • . • • • • J-.Qfr 4-> ; 
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congruenjjes^ SI el punto B ge col,ocara^ solire el pnnto A don 
W a lo la^go' de ^M, el punto*. P /oaerja sdbre el j),unifco y 
el pun to E caerla aobre el punto " <B. Bi e3t6s -do^' trij^ngulos 
habHa trea .pares de segmento» congruences y tres p*rb.s de aiigulos 
congruentea. » . • ^ • , ' 

IB ^ m i / B .^ i k ' Usa la regl^. y el liiRbo 

"Cff = 1% Z ^ ^ Z graduado para comprobar 

„ ^ ' . , estas qied4.dasV * ' 

Recuerda que ot3:a\anfera de" expresar " Z B ^'Z *^ ' ^(Z . = 
.m(Z E).' El'uso de una u otra expresi6n dependera "de si queremos 
destacar que Ids angulos spn'figuras congruentes o qufe susmedi^as 
son raimeros iguales, i' \ 

Si dos- tri^ngulos »^or? crongruentes, "para cada anj^ulo o lado . 
de urtp d^ Ids* iJ^angylos hay un^ angulo o" lado. que le ea congruence 
en el otro triang^ld-/- ' / • ■ . 

^ii los s'igu.lenteB E;|e^clclos de ^clase, estudiaraS con, tu » 
prof e^or iaa "condi-ciones ,que hacen aongruentes^a d6s- tr*ani?ulo«. 

'. ' * > Ej.erclclos^ de glas'e 4*4 
> 1 . ' "Ponstruye un tjrlangulp 'congruente con §1 trlangulo ABC» ; , 




T>uedes* empezar esta' cdnstruc^'ion trazancjo jprimero un segmento 
- . B'-C ♦ ,congru4n-te c©n. SG". * ' ' " - ' , » ^ * 

• • • • • • • -^te^ • . - • 

• , ' , I ■ > " - — " \ I ■ . . ' • . 

." .*'* * 

■ lAJego ,p\i^es <con?trulr uri "aijgulp congrd^^ blen con /B 

"o blen-con C. Suponte' que eQpoge«.^ / B. ' ' 
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La f igura muestra la const^ccldn del rayo B» ^ de manera que 



Como paso slguiente, d ebes conalderar dos po3lbill<3ades: 
V ( Marca V ' sobre bT? (2> ,Construye el rayo 

6 C»L de manera que 



de manera que 
"IT s M 



/ B'C'L s / c 




8' 

Dlbuja VIX, f 




I 



^ M^rca A". ' 



• Ahora tienes un -tAangulo A' B' C * y un liriangulo ^"B'C».\ 
• ai ambos c'asos ban sldcf Icopladas /3<^amente tres partes del " , 

trl^n^ulo ABC, / ■ 

; iEp el triangulo A'B'Cn s ABC? jEs el triangulo A"B>C' s ABC? 

Para obtener las respuestas a estaspreguntas, debes medir los ele- ' 
. 'mentos d*el triangulo A« B« C y del triangttio A"B' C para ver si 
■ esos tflangulos son coijgruentes con ABC. • * 

. • . , SI tus coristrucciones y medlciones son correctas, hallaras 

que^ ■ • . ^ 

^CSAA' B'C - y AABC S AA"B' C« . 

En"- ( 1 ) , Copland© dos lados del triangulo ABC y el angu3^ 
comprer(dido, fiB.^ podldo construir un triangulo congruente con el 
. * t/ri&rigulo ABC. En (2), copiando dos an^los del triangulo ABC ^ 
. - y el 'lado adyacente, bas podldo construir un trl^jaigulo congruente 
jr con el triangulo ABC. * > 

Aunque una construcci6n no es J^fttiflcacidn sufioiente para 
fundar una conclusion, tu esfiDerlencla, respaldada por la de tu 
• proifesor y la* de tus condiscioulos, debe convencerte de las 
! sigulentes propiedades de do^Widi^ulos congruentes: ^ 
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Dos ti?langulQ8 son congruerites si dos lados ^ el^ angulo ^ 
CQiUprendldo de un trlangulo son respectlvamente congruerites con 
dos lados el angulo comppendldo del otro trlangulo. Nos ref , 
riremos a esta propledad como Propiedad L.A.L. (Lado, Anguld^ 



Lado 



Do^ 



Dq3 trlangulos son congruentes si dos dngulos 2. £l ladb 
adyacente a ambos en un trlangulo son congruentes^ respectlva - 
mentej con do^ angulos 2; £l lado adyacente a ambos e^ ^1 otro 
trlangulo > Nos ref eriremos a esta propledad como Propiedad 
\. L. A, (Angulo, Lado, Angulo). " 

Se te pide que aceptes sobre base experimental, estas^os 
propiedades y una tercera que se desarrdli^ara en el problema 2. 
A medida que continues, emplearas estas tres propiedades como 
m^todo para-mostrar otras. / 

2. Construye un trldngulo emj^leando 15, B?T y tfff comp lados J 
^ Tu figura debe parecer^e a la sigulente: 




Bebes recordar que ^i^ta es la con-struccion del problema 2, 
EJercicios 4~2b. ' ^ * • 

^Es 'tu trlangulo del mismo taraaHo y forma q ue^ l trl- 
angulo -ABC? Usa el limbo graduadTo o el compas regla 



para verifipai^lo. \ ^ * 

I>os trlangulos son congruentes si tres lados de un trlangulo 
son congruentes , -respectlvamentfe ^ con tres lados <lel otro trl- 
^ingulo . Nos ref ^rlrtemos a esta propiedad cokIo i^rdpiedad L. L.L. 
(Lado, Lado, Lado). • . / - - 

^ Observa que congruencia establece una correspondencla 
iJiunlvoca ^tre, pares de lados ^de dos trlangulos 'congruentes, 
porque haceraos correspojider- los lados congruentes entre gl. Ks . '* 
de/jlr, suponte que^ denomlnamos-como a, b^ ^ c los lados ^de un 



-I8l- • k-k ' 

tr^angulo y como r, s ^ t los' lados de otro triangulo congmjente 
con el primero. Tambi^n s-uponte que a r, s, asi c6mo 

tambl^n c 2. ^* respectivamente congruentes. ^Entonces podemos 
llamar carrespondlentes a todos estos lados: a y 3?, b y 
c tt Para esta correspondencla biunlyoca es cierto -que al dos 
tri&igulos son congruentes ^ sus lados correspond! ente s son con- 
gruentes s Poden|os estab\ecer la mlsma clase de correspondencla^ 
para ios anguloS: SI - dos trldn^los son congruentes^ entonces aus 
angu^os correspondlentes s on congruentes ♦ EJ. reclproco del primero 
d6 estos dos enianciados es un enunclado verdadero, pero el reclproco 
del "segxjijdo no es un enunclado ^verdadero. Recordaras que el rgcl- 
proco del primer enunciadp es : si los lados correspondlentes 'de 
dos trlaJiygulos son congruentes, los dos triangulos son congruentes 
(Propieda^ L. L. L. )• Ve el problema 2 de los ejerclcios ^que 
slguen. .... 

EJercicios 4-4 
Usa el' triangulo ABC para los problemas 1 y 2. 





1. (a) Construye un triangulo HJK tal que IIT S M, 'IK S W 

y. s inr. 

(b) Construye un triangulo HJK tal que Z ^ = Z A» Z ^ = Z ^ 
/) ■ y M S IC". ■ 

(c) Construye un , triangulo HJK tal que M s TIJ S 
y/H = /A. • 

* (d) iSor^ cpngruenljes con el triangul© ABC los tridngulos 
que has ,construido en* (a), (b)* y (c)? iPor qu^? 
. , 2. Construye un tridngulo HJK que*'tenga / J = /B, / HS^A 

y , / K S ^ C, pero tal que ninguno de sus lados sea congruente 
con un lado del triangulo ABC. (Sugerencia: Toma un segraento' 
7ff que no Sea congruente con ninguno de los lados dfel 
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triangulo ABC. 



Construye / J y H- ) 



(a) il?ov que no neoesltamos construlr / K? 

(b) 6S9n los tiplangulos ABC y HJK congruentes? 

(c) i?oT que no\ estalDlecemos una propledad de la congruencia 
de triangulo^ como las de, esta seccldn, a la' que podrlamos 
llamar Propiedad A.A.A* (Angulo, Angulo, Angulo)? 

En los problemas 5 a 8, hay pares de trlangulos* Los lados 
congruentes s^^ndlcan por el niXinero de trazos dlbujados sobre los 
lados correspondientes de dos trlangulos^ y dos angulos congruentes 
Tps>T el n\iraero de arcos de los ^ngulos correspondientes. Los dos 
trlangulos de un par podrlafi aparecer comJ^ongruentes Sin, serlo. 

Usa 1|LS Propledades L. L.L. , L, A;L. • o A.L. A. para decldlr 
qu^ pares de trlangulos son congruentes y cuales no. Seriala la 
propiedad que usas para mostrar que los trlangulos son congruentes, 
en .el caso de qiae l^seai^ 



3. 



4. 




5. 





7. 



8. 





/ 



l9f) 
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Loa problemaa 9 a 17 se refleren a los elementos de los 
. tri&nygulos .i#G y PQR. Usa las Propiedades L, L. L. , L, A, L. >o 
A.L.A. para ayerlgu^r qu^ p§res de triangulos son congrnientes y 
cuales no.^ 

9. Z A = £ P, -^ B = / Q, 5S e ^ 
10. IS S'js^, BT, BC"« ^ 

iu 2 A ^ Z s ^ = z p = Z Q = Z'R- 
12. Z c = Z Z Z "^'^ ^ 

15; Z A = Z Z B s ^.Q, .HT = 

14... AB 7i PQ = 7, m(Z A) •« m(Z "P)'= 28, CA = 10, RP.= 10 / 

15. AB = 3, ''BC = 4, CA = '5, OR = 4, PQ = 3/ RP = .5 ' 

16. z A = Z Z ^ = Z = ^ .« ' ^ 

I't. JB S W y*BCr, s Z P no es congruente con / Q., 

18. Si se dlbujan dos tpi^bigulos en un inlsmcJ^^planoji eii i^eglones 
^ opuestaa de una recta, y son slm^trlcos respectp de esd recta, 

icduK^/puede superponerse un trlangulo /-sobre el otro?^ f** 

19. moyLmk DIPICIL. Un triangulo tiene 5 angujos y ^> ^lados. 
Per. las Propiede^des, ^.L^L*, L^A.L. y , hemas visto < . 

^ ouando dos triangulos son-^congruentee»* En el problema 2 * 
^•^/neraos vis to que dos triangulos no tienen por qui ser< ^ongruentes 
sX los »5 pares de angulos (uno d^ cada triangulo en caida par) 
son Dongruentes. ^Por consiguiente, no podemofe decir que' si 3 
de los 6 elementos ([angulos o lados) de un triangulo son ^ 
oon^ruentes con 5 de los 5 elementos <Je otro trfangulo, los 
triangulos son congruentes* En los probli^masM ^ ^ " 2 hemes 
considerado cuatro casos, pero hay dos 6asos ma^. \^Guales son? 
Consti^ye varios tri^gulos para ver si en tales casos. dos 
triangulos Bon necesariaraente congruentes.* ^ ^ » 



* • 




4-5. Para moatray que dps trlangulos son ^jongguentes 

Ouando qiJieremos saber^ dos triangulcis son congruefttes^ 
podemos medir cada una de. los lados y cada/uno* de^ los angulos. 
Esto requierirfa 12 loedicioKies, ^ para pada^rlsbgulo, Una 
mdnera* de abrevla^ el\trabaJo gei^la medir Bolamente dos angulos 

*lJff cada trlangtilo, ♦Comp la^ suma de las medl«^s;T(3e los angulos 
de cada ti^iangu'^lo es l80, podi^laihos determlna^ el, teroer angulo 
en cacLa trlangulo sin medlrlOt \Esto nos pemltJLrla demostrar>v 

^ 9dn /10 mediciotnes si los trian^los^ son congruences 'o no. Pop 
supuesto^ tambi^n podrlaraos ^opn^robar la congruencia ^^recortando 
y superponiendo% pero esto tambi^n requi^re jdemasiado tj^empo^ 
a menudo e.s j^conveniB»te« ' \ ' ^ 

i* Pod^os disD^nuir tel ntoero de mediciones si apliqamos .una 
de las tres propiedatdes de los trlangulos congruentes*** , Por 



ejemplo, si hallai»amos que \d^ pares de ladc^ (uno de cada tri- 
angiilo ^en* Wda jpar) de dos tri^bgul^s^son oongruentes^ tendrlamos 




que medir el^&igulo coiiiprendido en cada tri^igulo, ^Si^'se eiv^uentra 
que los ^gulos cW^^endldos son congruentes^^ no se rie.cesitan raa^^ 
Imedicionas, La Propiedad L*A*L. nQS dice queries dos* tristaigulos^ 
Bcm congru^jites.* 

En la ifi^ra, 
jSntonces, el tri&gulo es ia^^^eles. 
/ DAB S /fDAC. Por^ lo tanto, 115 
bi'seca^ / BA©^' *iEs D el punto 
medio de B(T? Fkrece Qomo si la 
fuepa. ^ l^odrlamos hacer medicionep 
para r^gjonder a esta preg(unta, 
te^i,endo presepte la ijaturaleza ^ 
aproxlmada Vjk las medidas* ^Inter^ 

secara^la bUaectriz "del anguio. * ^ 
determinado jyor los lados eongruentes de cualqtiier tr4.ang\Jlo 
isosceles al^-^-^si^P opuesto' slempre en* su pianto medio? 

^demos respd^icler a esta ppegunta si hacem^B uso de,,-«iifta de 
nufis'ltras propiedades de los trianguloa coftgruentes. Coiasicferemos 
ADAB y ABAC. , • • ' . ' 




ic 
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■JE = IC, por construccidn 

/ DAB S / DAG . 705 esta sobre la bl3^'trlW-4e / BAG 

^ S IS" jSU *esta en ambos triangulois. 

» Por. la Propiedad L.A.L. , ADAB = ADAC, pues 2 lados y el. 

dngulo coraptrendldo de *ADAB son congruente,s con los correspon- 
, dientes lados y el dngulo coraprendldo de. ADAC, 

BD = DC, pues son lados correspondlentes de triangulos con- 
grjAentes, Por conslguiente> D es el punto medio de 5C", Si la 
' ' Propiedeid, L.*A.*L. es clerta, podemos estar seguros de -que : 

La bisectpiz del angulo deteitainado por los lados congruentea 
,..'de un trlangulo is<$3celes interseca al farcer lado en su punto ^ 

lAedio, . ' 

\ . ■ ,• 

Ejeroioios 4 -5a * 
Is En la'^figura se indica ia construoci<5n de la bisectriz de 
2![V^^» ^ dibujan dos segraentos, 705 y "CU. 



\ 




(a) 'l^^ eleraentos del triangulo ABD so© congruentes con los 
correspondlentes elementos del tri^^igulo GBD^ por cons-- 
truccion? * . . ' ' 

(b) iEs el trlangulo ABD congruent e con el trj^gulo CBp? 
- ^Por (ju^? * . ' 

(c) ^Es / ABD congruente con / CBD? iPor que? 
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En l!as prtSxlmas *f Igiiras, . la construccidn de / HJK hace 
/ HJK S ^ EFG^ Se dlbiAjan los segmentos. W y HE. 





(a) iQu^-elementos del triangulo EFG *son congruentes por 
constiTucolon, con los correspondientes elementos del 

: triang:ulo 'HJK? - ^ 

(b) ^Es el triahgwlo EPG congruente con el trlebigulo HJK? 
iPor qu^? - ^ 

(c) iEs / J congruente CQn / F? iVov qu^? ^ ^ ' 
Emplea tu limbo graduado para 

*detern)ilnar las medldas en « 
grades de log treS, angplos de ' 
cada tri^gulo. 

(a) ifeay algunos pares de 
angulos congruentes? SI 
es asl, enum^ralos* 

(b) ^Podemos declr'que los * 
triangulos son congruentes? 
iPor qu^?. 

(c) SupontJe que el trldngulo 
DeIf ha sido construido de 
manera que . 
ZA = / D; y /B = /E, 

•y BP tlene la mlsma 
loiigltyd que IS,. iQu^ 
se podrJja aflrmar respec^J^O 
de los dos ibriangulos? - ^ * / 

, 'iPor qu^? , * ' . ' 

El seaor Ggmez desea medir la distancla que hay pntre dos 
.ppstes de los llmltes de su propledad* Un macl^o de arbole-s 
, en t re' los dos pOstes (X e. Y)- hace -linposible la*medlci6n 





5. 



dlrecta de Aa Qistancia ♦ XY. \ El sefior Gomez elige el punto Z 

de marfera que se ptieda trazar * 

una recta de X\ a Z y pro- 

longarla si es.neces^rio. El 
.punto Z esta 'tambi^n eni una 
-posici6n tal que el sefior Gomez 

puede trazar una recta YZ y 

"prolongarla tanto como sea nece- 

sarlo. Sabe que / 1 = / 2/ . 
' pues son angulos opuestos por' * 

el v^rtice. ProUonga 1^ de 

martera" que ^ = YZ", y IS" de • 
* raanera que XZ" = 1&, 

(a) iSon congruentes las tri- 
angulos XYZ ^ QZR? 
^Por qu^? . 

(b) iC6mo puede det'ermlnar *\ 
el seHo^ GcSmez la longl- 

tud de " 77? ^ • ' 

(a> 'iSon congruentes -los trlangulos sombreados en^la flgura 

que slgue? • * 

(b) iQu4 propledades utlli'zas para probar la congruencia de 
' esos trldngulos?" , 
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Emplearemos nuevamente esta flgura cuando estudlemoS trlangulos 
semejantes. ^ * • * » ^ 



Lad rectas y Jg son reatas paralelas cortadas pdTr la 

secante t. , 




{a) i<iu6 sabes acerca de los' ^gulos 1 y 2? 

(b) iSon los dngulos 2 y 3 congruentes? iFov qu^? 

(c) "Muestra qiae^ Z ^ ^ Z 5* ^ 

En el paralelogramo^ ABCD las diagonal es ^ TfC y se 
Inters e can en E» ^ 
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(a) iEs el angulo 1 (en AABE) conginieiite con el angulo 2? - 
• (Tb) "iQuf c.-a^ de angulos son ^2 y / 3? ISon congrttentes? 

(c) iQu^ diferencia hay entre los tamaflos d,e los i&ngulos 1 y' 

(d) Muestra que / 6 s / 7 - y Z*5 ? Z , ^ 

(e) Cuando dos triangulos tienen tres pares de angulos con- , 
gruentes, ^son siempije congruentes esos tri^mgulos? Si 
no es as!*, ique mas' se necesita? ' • . . 

(f) iEs todo lado de AABE congruente con el ladg corres- 
pondiente de Z^GDE? ^ ' 

(g) Muestra que las ^iagonales* de un paralelojgrarao .se "blsecan 

. * , mutuamente. - * . " • 

*8. ■ Si dos angulos de lin triangulo son congruente^, sus lados 
opuestos tambien" son congruentes. Usa una propledad de los 
triangulos congruentes para mostrar que este enunciado es 
verdadero. * (Sugerfencia: Un triangulo puede ser congruent^ 
consigo toismo. Muestra que MBC = ABAC> donde /A = / B. ) 



p^-ra trazaiS una perpendicular 'desde lan punto aituado- en una recta 

. Slgue los cuatro pasoB de la 
Gonstruil^cion como se indica en lass * , * • . 

figuraa-, y construye una perpendl- ' 
cular desde un punto de una recta. 
Mide los ^Ingulos en la* f igura /lu^ 
has dibujado para ver si la recta 
(iue has construicTo es jpealmente 
perpendicular. 

Si ^e dibujan los segmentos 
gJ y se fdrman los tr^.- 

angulos GPJ y' ^HPJ.* 
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W ^ 77 



por Gonstru colon 



por constracclon 

_ la6o coraun a dos 

trl^Qgulos 

AGP J ^ AHPJ Propiedad L^L^L* 




/ GEJ ^ 4/ HPJ angulos correspon- 

dlentps de dos trl- 
cbng^erites 



Si se coloca tin llmbo^ graduado 
a lo largQ de ^ con la marca de 
su vertlce en P y su tnarca G*** 
sobre PH^ entonces la marca 
estard sobre el rrayo. PG. .* Esto 
signlflca que la suma de las 
raedidas de los dngulos en P es 
180 como esas medidas son 
Iguaies, cada una debe ser 90, 
Luego^ los dngulos JPG ^ y JPH 
son rectos. 

r 

Aprendlste ahora a construir 
la perpendi*cular a una recta por 
un pun^o de esa recta, ^ viendo como 
"funciona" la oonstruccl6n. 





EJerclclos 4 -5b 
1* Bibuja un segmento de* unas. 4 pulg^das de largo, y luego 

construye perpendlculares al segmento en 6ada uno dd^ sus 

extremos. (Sugerencla: ^ .Prolonga el segra^to de recta 

cuando 'sea necesarlo. ) 
2. Construye" una pe:^endlcular a una recta por un punto que -no 

esta en la recta. '(Sugerencla: Sigue los pasos de las 
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canstrucciones dadas en la pagina ajriterior. ) 
3. Tu cons trucci<5n "del protolema 2 
tehe parecerse a la f igurar de . 
la derecha^ •Maroa con* Q la 
interseccidn de los dos arcos 
y eon C la ' Inter seccl<5n de 

(a) iPor Qii^-es ^l trisfoigtalo 
APQ congruente con el 
tridngulo BPQ? 
{^} ^Por^ue son congruentes 

los aBguios 1 y 2? J ^ 
(o^ ^ 6Q^^ otros pares de angulos son congruentes? * 
4i Empleai^do las prapiedaded de los triangulos congruentes, 

muestra en la figura del jproblema. 5 que PQ es peiTpendicular 
a (Sugerencia: Usa la Propledad L..A.L, para mostrar 

que el tridngulo ACP ea jcongruente con el triangulo BCP. 
Ehiplea un limbo graduado para hallar la suma de las raedld-aa de 
/ ACP y / BCP. ) — * - • • 

5» En la figura se fndlca la cons- 
,ti*uccl6n de la medlatriz del 
segmento TJIJ* Con frecuencla 
se emplea el tolsmo radio jjpara 
los cijiatro arcos. Sin embargo, 
basta trasjar con radios Igxaales 
* * los arcos que se intersecan de 
un lado del segmento* Por con- 
sigulent>e, los arcos dibujados 
desde C y D que se inter- 
secan en E tlenen .radios 
Iguales, y, los dps arcos dlbujados 
desde C y D que se Intersecan , ♦ 

en F .tienefh radios .iguales. En la figura, ^ no es con- 
gmjiente con W, Apllc|ando algunas 6,e las propiedafies acerca 
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de los trlangulos eongruentes; muestraj por ,qu6 W blseca y 
^es perpendicular a cB. • ^ I 

6^ (a) '^Cuantos pares de trlingulos congruentes hay en la flgura 
, del problema 5? • ,Haz una llsta de JLos pares. 

..(b). Haz una lista de los pares 6& lados correspondlentes para 
, • citda par de trlangulos congruen'fees, 

' (c) JIaz una list&. de los pares de angulos correspondlentes 
para sC add par de trlangulos congruentes* 

(a) Dlbuja un ttlangulo. Luego traza las perpendiculares r 
desde gada y^rtlce al lado opuesto, Prolpnga las per- 

' pendleulares hasta c|ue se intersequen. (Puede ser 
necesarlo prolongar un lado del trianguXo para que la 
perpejfdlcular lo interseque* ) ^ 

(b) ^Que observas en esta figura? * , , 

8^ ^En qud se parecen.y en que se diferencjj^^r^as construcclones 
para blsecar uri^ segmento de recta (SecQiori 4-2) y para coa^- 
truir una perpendicular a jan segmento de recta? 



\ 



4-6, Trlangulos rectangulos 

Los trlangulos pueden tambien claslflcarse segun las- medidas 
^de los angulos. En el con Junto de ti?iangulos que slgue,, cada • * 
uno de ellos tiene un angulo cuya medlda en grados es 90. Los 
trlangulos que tlenen esta propiedad se llaman trlangulos 
rectangulos . 




m(/ a) es 9p. 





m{/ b) es 90. 



m{^.c) es 96. 



C" 
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\ 



-195- 



4-6 



Se dice q\i© los antlgjuos egipcios usaban un triangulo rectan- 
gulo particular para coiastruir^squlnas "cuadradaa". Este -tri- 
angulo tiene" lados, cuyas longitudes son 3 unidades, 4 unidades 
y 5 unidades. Cuando se construye tal triangulo utilizando una 
cuerda bien tensa, el dbigulo entre los dos lados m£s cortos'iis 
recto* . 

A pesar de que se piensa.que los egipcios, haclan usb de esta 

■ ■ , , , , J. , . 

propiedad, fueron los griegos quienes demostraron las relaciones 
geometricais en que se basa. El fildsofo y matematico griego 
Pitagoi*aSji quien vivid alrededor del , 
atto 500 a. de J. C. ^ se intereso por - 
este pToblema. A Pitago»as se atri- 
buye la demostracion de la prppieda(3/ 
basica que|[estudiaremos en esta 

• seccionj esta propiedad se conoce * 
aun por su norabre. Id, Propiedad - ' * „ ' 

pitag6rlca. • ' " 

Se.supone que Pitagoras obserVd un mosaico porao*' el de la 

J f igura 4-6a. Se Tijd que en ^1 se pueden encontrar muehos tri- 
angulos de diferentes tamaaos, pero observd tambi^n'algo mas: ^ 
que si cada lado de un triangulo cualquiera se con^i^era comq lado 
de un cuadrado, la suma de -las areas ,de los dos cuadrados pequeKos 
es la iftisma que el irea del cuadrado grande. En la figura 4-6b, 
se han marcado con puntos dos tri^ngulos de diferentes tamaffos, y 
se han sombreado los cuadradoS construidos sobre los lados de esos 




^UnidQd 



triangulosr 




1 



Plgura 4--6a^ 



Figura 4 -6b 
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Cuenta el numero de triangulog mas t)equeaos que contiene . cada 
* cuadrado sdmbreado. Para cada uno *de ^los triangulos marcados con 
puntos^ ^QU^ *diferencla "hay entre el nume?& de trlangulos mas 
^ pequeftos contenidos en los dos cuadrados correspondlente.s a los 
lados mas cortos del trlangulo y el numero^de los trlangulos mas 
pequePLos contenidos en el cuadrado correspondlente al'lado mds 
' largo del trlangulo? SI dlbujas .un mosaico oomo ^ste^ hallara^ 
que esto 'es cierto no solamente para los dos trlangulos que hemos 
dado^ aqui, sino para trlangulos auh mds grandes ^del mosaico, ^ 

Pitagoras emente observo la misma relacidn en el tri- 

,angulo de lados 3-^-5 unidades de longitud que uSaban l*os 
egipcTq^ desde hacla tlempo para construlr angulos rectos. Cada 
uno de los* cuadraditos de la figura tiene el t^afto 6e una unldad 




^ cuadrada. En los tres Cuadrados hay -9, 16 y- 25 cuadraditos* 
Observa que 9 -fc = 25, Pitagoras pudo demos trar que en 
cualquler trlangulo rectdngulo, el area dej, cuadrado construldo , 
• sob re la hipotenusa ( lado mais largo ) es igual a la suma de lasl 
areas de los cuadrados construldos sobre los* otros do3 lados ' 
.( llamadQs c^tetos ). Este es el Teorema de Pitagoras p, como lo 
hemos llamkdo aqui, la Propledad pitagorica, 

Hasta dotide KTemos llegado, «>sta propledad vale solamente? para 
trlangulos rectaAgulos muy especlales. Pero es "V^rdadera para 
todos los trlangulos' rect^ngulos* Tal vez qullsras tratar de 
demostrar la propledad por ti mismo, estudlando la Seccldn 4^.7, 

EJerciclo^s 4 -6a/ ' 
1,* Usando una r^gla y un limbo graduado, dibuja los siguientes 
'trlangulos : 

(a) , Uh trlangulo de 50 grades y 60 grades, 

(b) Un trlangulo de 45 gradop y ^5 graded. 

(c) Un trlangulo de 70 grados y 20'grados. 
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Z% Mu$st3?a pajoa cada uno de los conjuntos qu^ siguen que el 

cuadrado'del ^)rlmer numero eg^ Igual a la suma de los • cuadrados 
de 19s otar^s dos rilSmeros, ** . * 

' • (a) 5,^^, 5' ^ ^- (c) 25, 7,,24 ^ -* • • 

• O) 13, 5, 12* . . (d)- 20-, 16; 12 " ' 

5. plbu^a un triangulo cuyps-tsbdos "^ej3gaJi' las longitudes dadas . 
• en la parte ^(.a) del problema 2. Usa el limbo gradUfido. pafa 
mo3%rar que^ o^e trl&igulo es rectangulo* ^ ^ . 

Dibu ja "triangcrios rectangulos cuyos catetos^ (en centime tros) 
soan:-' • ^ . ^ - 

(a) 1 y 2 tb) $ y 5 ^ . (c) 2 y ^ 

' Mide^ si .es posible con la aprbxlmacion de un^ declma de centl^ 
metro, las longittldes. de las hipot^usas de^esos .trlangui6s/ 
5* Usa la Pro^iedad pitagoijiLca pB,T^ hallar el area del cuadrado ' n 

* Gonstruldp spbre lu hipotenusa de« cada tino de los triangulos 
^ del ^problema '4^ " * ' ^ ' , v 



En el ultimo conJuQto de ejercicios, has trabajado con lados * 
de triangulos rectangulop y cuadradps construidos sobre es<>s lados* 
En ei problema'4 has medido la longitud de la hipotenusa.* ia 
hipotenusa es el lado ©puesto al angplo recto* No es muy \Stii 
eonocer el area de esos* cuadrados^ pero^se puede hacer^uso de ^ \ 
la Propiedad pltagdrica de imiciia^. maneras si podemos servirnos .de 
ella para hallar la longitud del tercer lado de un tridngulo rec« 

tangulo cuando conocemos las J^ongltudes de dos laQos* En^lenguaie 

^ 2 2^ 2 

matematico; la Propiedad pitagorica es c a + b ^ dqnde c , 

representa la mecJidk de la hipotenusa, 2: a ^ b representarr las 

medidas de los dos catetos* Las med3^das de dos lados cualesqu^epa 

pue^en ^er" sustituidas en la proposicidn numeriea anterior, para 

obt;en*er^luego el tercer vgJLor* Podemos emplear un triangulo copp- 

^■p^paija mostrarlo-*' Si los dos'jcatetos mideft respectivamente 3 

yWk unjlfdades, ^cual es el cuadrado de la hipotenusa'? ^ 

^ 2 2.2," 
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. ' Comox es igual -a 2^, hallarenjj/s c si ^podemos encontrar 

Ain riTamero cuyo prodtlcto *por si mi^mo sea -25. Natv^almente, 
5x5= 25, entonces c i 5j 5 es la ralz cuadrada posltiva de 
25. " Si un nximero es el producto^de dos factores iguajes, entonces 
■ c«i,da factor es una ralz ciiadrada del numero.' El slrabolo para 
ralz cua<3rada posltiva "es 5 :>/ . El numeral »e colodgi debaio del ^^-^ 
N signo; por ejeraplo, VS5 =5, 

iCuafitp es V5 i nH^ 6 ?j 6 ? Las tres ' I 

prilmeras expresiones son facil^s de- comprender, pues ^5 X- -5 = 9, 
^4x4 = 16^ y 6x-6=! 36, pero no hay ningiin ^ntero que pueda 

ser' multiplicado por si raismo pai?a dar er pro'duoto 30. En reali^- ^ 
dad, \no hay nlngun niimero racioia^l cuyo cuadrado sea 301 

' iPuedes hallar un numero que multiplicado por si mismo d^ 
un producto cercano a 30? Bl, ^ x 5 = 25, que es prdximo a 30. 
iCuanto' es 6 X '6. 6 6 ? Esto ^os dice que </5C es mayor que >. 
' ' 5, ^ero menor queV- 6. Podrlaraos tratar de obtener una mayor 
• aproxlmaclon elev^ndo .al cuadr^o 5. 5. 2, 5.3, 5,4 y^ 5.5. 
. Ahora, =* 2§Vl6 \y (5-5)^ = JO.kJ^i Como 30.25 ^sta . ' 

mas " prdxipio a 30 que 29. 1 6 podrlamos suponer que >/3^ esta 
Inas proximo de 5.5 que de 5*4. Sin embargo, necesitarlamos 
! elevar al cuadrado , 5. 45 , para obtener 29.7025 antes de poder 
' declr que es 5*5 con la aproxlmacidn de una d^clma* 

Podrlas estlmar las ralc^s cuadradas de algunos numeros ^ 
siguiendo este m^todo o usando la t;al3(^ que esta bX final *dej| 
esta seccloxi* , » * 

Observa que en la tabla* que esta ai; final de esta seccldn, 
.V^G* es 477^ \con la aproxlmaclon de yuna mj^l^slma*^ ' Redondeada 
^a las declinas, serltf 5*5. Puedes veV* .quan aproxlmada es tu 
estimaclon al nuinero de la tabla* 

La' tabla da valor es declmales aproxlmados {con la aproxlmei,^ ^ 
cldn de una mllesima) para las ralces cuadradas d^ los. enteros ' ^ 
^f6e 1 a 100. Puedes tambl^n usar la tabla para hallar la ralz 
cuadrada de todos los numeros naturales hasta^ 10,000^ ' que. tengan 
ralces cuadradas racionales* ^ f ^ 
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E.lerQlolog 4-6b ^ 
.Cuapdo "se \jsen valorea aproaCLmados- en'eslioa pl>o"blemas, empl^a 
el slmbolo " « " eri los cHa^culoa y en la respuesta. . ^ 
i; U^a la tabla para hailar valorem aproximados de: 
. (a) n/5 . ' * (c) ^•/TT- • , (e) 

2, Usa la Propiedad pitag6rlca j^ara ha^lar la lomg^tud de la 
>ipotenusa de cada uno ffe'-^los sigulehtes t3?i*^biguloa': • 
ig) La Ibngitud de a es 1^^, la-longitud de b -gs 2\ 



(b) .'La longitud^de a* 6s 4' / la longitud de b * es 5' 

(i)} La loxigi'tud ^ « a^ es 2", la loh^itud"de I? es ,3". 

(d5 La longitud" de' a.;'^es 5 yardas'^i " la longitud *de , b > 

6 yardas.-* . . ' ' • \ . , 

e) La longitud de a .es 5 pies y la 'lf»nglt^id de b es 



pies. - ' ^ V^' ' «• . !;■. ,". 

- -(f) La longitud de a e« 1 -unldad y la longitud de b es 
• 5 unldades. . * . • 

3. Algunas veces se conocen la hipotenusa y uno de los catetos. 
iCdmo puedes hailar la longitud del .6t3?o' c^ejo? Usa como , 
e'^emplo este problema: La hipotenusa de un tridngulo' rectsbi- 
> gulo tiene -15 pies/de longitud y uno de^ los' c|Ltetos 5 pies.* 
Haila la longitud del otro cateto. 

c = . a + b - 

. 15 = 5 + b"" 
'■" - * ^ , ~ * 

' ' ' « 13^ ^ "(5^)-=='b^ propiedad aditiva 

„ ; ' de la igualdad 
169 + "(25) = b^, 

14M = b^ . 

- ' . '/TO' =Vb^ jH 

'• • . 12 = b 

El tercer lado tiene 12 pies de longitud. rfalla el tercer 
lado de lbs triangulos rectanguios que siguen. Las m'edidas , 
se dan en pies. 

(a.) c = l5,Vb = .9 (c) c « 59, b =15 

(b) , c = 26, a = 24 





TJn pos^e telefdnlco esta :sos- 
' teiildo mediantek tensores como 
se ^ndlca en la flgura* \. Gada 
j?able se amarra a. 15 pies 
sobre el suelo y se ancla a 
o pies de la base del poste. 
1^4 eantidad de cable se » 
n^^oasita para tender \xn tensor 
desde el punto^ de anolaje hasta 
el pwnto de ama^^re ^ el poste? 
El techo de una casa est^ cons- 
tfruidd como se nruestra epi la 
f igura* iDe qui longitud debe 
ser cada viga si se extiende en 
voladizo 18 pulgadas mas. alia 

de*la pared de la caea? 

*• « 

Un hotel consjferuye^ calle poif* 
medio, un anexo del edif Icio . 
'original • Al nivel del tercer 
piso, ^le construye un.pasaje 
entre los dos edificlos. Las 
vigas que sostienen este pasaje 
estan a 48, pies sobre la calle* 
Un operario esta colocando en 
s\i sitio esas piezas media^te ^ ' 

una grua cuyo brazo tiene 50 

piQS de longitud, ^ue distancia puede estar la grda del 
* puhto qug- esta directamente debajo de la viga, medida sobre 
la caile? 

Una puerta de Jardln -tiene .4 
pies de ancho y 5 pies de 
alto. ADe qu^ largo debe ser 
.la riostra que va de C a D? 
Dos calles se intersecan segun 
el ahgulo que se*muestra en la 
f igura. ; Las calles tienen 42 
pies de'smcho. Se pin tan dos 
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rectaa para el cruce de peatone^ <3e iaanera que el pasaje tenga 

la misma. dlreeciow que la calle. §i.ei pie de la perpendicular 

"bajada desde un extreino .dial pa^fcije al lado opuesto de la calle 

esta a 40 pies del otro eoctremo del pasaje, ^qw^ langitud :^ 

■ . tiene^ el pasaije? v - 

. 9. 6A qu4 distancia esta el plato .del bateador, respecto de la 

segttnda base, en un juego de softball? La distancia entre 

{ bases es 60 pies, y el campo de softball es^ de forma cuadrada. 

■ » . ^ . " *■ 

. Da tu respuesta con la aproklmacion de un pie. 

*10. Dlbuja un cuadrado cuyo lado tenga' 1 unid^d de longitud. 

' ' i-Cual es la longitud de la diagonal? CompruGbalo jnldlendd. * 
Ahora dlbuja un triangulxD rectangulo con sus catetos de 1 
unidad de longitud. iCual.es la longitud de la hipotenusa? 
Ahora dibuja un triangulo rectdngulo cuyos catetos tengan las 
longitudes siguientest ^/^ unidades y 1 unidad, como se y^e 
en la figura. La medida de la longitud de aB, en la figura, 
es la ralz cuadrada de 2. iCual es la longitud .de la hipo- 
teh\asa *de este nuevo triangulo? 




• ' TABLA ' . > 

. CUADRADOS Y RAICES eUADRADAS DE^NUMEROS ' 

Nimero Cuadrado cuadrada Numero Cua<3i*ado . cuadrada 



1 

2 

3 

. 4 

■J 


k — 

1 
4 

16 


. 1.000 . 
• 1.4l4 

M.732 

2. GOO 


36 

37 * 
38 

' ^39 . 


.1,296 
1,369 

1,444 ■ 
1 j^bOO 


,6. 000 

6.083 " 

6.164. ' 
6. 245 . 

.6.325 


.6 ■ 

\ 

9' 
10 


; ^- "36 . , 

49 ■ 
.81 

1 WW 


. 2.449 

. 2.646 
2.828 
* 3.000 


41 
42 

43- 

.44 

lid 


1,681 

, v,764 
• 1,849 
1,956 

. 2 , 025 ; 


— « n- 

' 6.403 
6.481 
6.557 
6. 633 
6.708 


12 

' 13 
14 . 


' 121 

144 
169" 
. 196 


3.3.17 
3.4'64 
3.606 

3.873 


46 
47 
48 

49 

.50 ■ 


2,116"' 
.2,209 . 

2,"304 
2,401 
2,500 


6. 782 
6.856 
6.92a 
7.0.00 

7.071 


16 

]5 


256 . 
289 

324 
361 

400 


4, 000 

4. 123 

4.243 

^359 
4. 472 


• 51' 

52 

53 
54 

55 


•2,6Q1 • 
2,704 . 
2,809 
2,916 . 
3,025 


7. 14i 
7.211 
7.280 
7.348 
,7.416 


21 
22 

23 
24' 

25 • 


441 
484 

529 ' 

576 

625 


4.583 . 
4.690 
4.796 
4.899 


56 

' 57 
58 • 
5^ 


•3,136 • 
3,249 
3,364, - 
3,481 

p, OUU 


7. ^83 

7. 550 
• 7.6ljS^ 
7.681' 
7. 746 


"26 

i§ - 

29' 
•30 - 


'676 
784 

•84r 
900 


*5.099 
5. 196 
5. 292 , 
. 5.38f- 


61 

62 

63 
64 

65 


3,721 

3,844 • 

3,969 
4,096 
4,225 


7.810 
7.874^ 

7.937 
8.000. 
8.062 ' 


31 
32 
33 
34 

35 


961 * 

1,024 

• U089 
1,156 
1,225 . 


5.568 
5.b57 
» 5- 1^5 

-5.831 
5.916 


66 . 

el 

69 

70 


4,356 
4, 489 
4;€24 
' 4,761 
. 4,900 


8. 124 
8. 1'85 
8.246 
, 8.307 ' 
8.567" 



til > 



2 OS' 



Niimero 



Cuaclradd 



Ralz 

cuadrada 



71 
72 

75 * 

• 75 


5>0^1 

5,ia4 

'5,329 
5,^76 
5,625 


8.426 
8. 485 
8..544 

8, 602 ; 
. 8» 660 


76 . 

77 V 

78 ' • 

•79 - ^ 
80 


• • 5* 776/ 
5,92Q 
. 6,p84 
6,241 
6,400 . " 


8.718 
8.775 - 

8* 888 

* 8.944 
_i — — t 


81 
82 

B3 ■ 
84 

85 


• 6,561 
6,724 
6,889 
7,056 
7,225 




9.000. -> 
9.055 * 
9. 1 10 
9.165 
9.220 • 


86 

88 
89 

90 ^ 


^ 7,396 ^ 
7,-56? 
7,744 
7,921 
8,100 


9. 274 
9.327 
9.381 
9. 434 

• 9.487, 


92 . . 

93 I ' 

94 y. 

95 


6,281 
8,464 

8,649 
8;836 

9,025 


9:539. 
9.592 
0 644 . 

9.695 
9.747 


. 96 

99 
100 


9,216 

9,409 
9,60ir 
' 9,801 
10,000 




— 

9.79a. 

9.849 . 

9.899 

9.^950 

10.000 



2')9 
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4~7« *XiXidL demostracidh de la Proplgdad pltagd: 
y Hay muchas demostrac^qnes de esta propledad," La que se da* • 
^aqul no es la empleo Pltagoras.* Debes proceder a di-bujai^ y 
recortar los •cuadrados que se ir^dlcan en la expllcacldn. 

Dibuja dos cuadrados del mlsrao taraaiio. Divide el prlmero en dos 







b A» a b 


A">b* 


a A » 0* 


Asab 






■ Sigura 4 -7a 



/ ■ 



Sea. a la'medlda de cada uno de lbs lados del duadrado mas 
grande de la figura 4-7a/ y sea b la medlda de cada uno de los 
ladog del ouadrado mas pequeKo. Observa^ 3,aa areas de los cusidra- 
dos parclales y de los rectan&ul'os. 

Un cuadrado. tlene .un area'de.medida a^» 
, El otro cuadrado tlene un area de medlda b . » • 

Cada rectangulo tlene drea^ de medlda ab. 

dorao el ^rea de la flgura 4fr7a e^ IgualVa la suma de las. areas - 
de todas sus partes, la medlda del arfea de la figura 4-7a es 

a^ + «(ab) + b^ • 



, EJerclclos de clase 4-7 ^ 

1. Sean a = 4 ^ = 3. Mues*tra que (a + b)^ = a^ + 2ab + b 
para estos numeros. ^ . 
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2, . Sejan, a = 2 £. b = ,6, y coraprueba la misma relaclon. Ahora- 
i veamos el segundo cuadrado, fimpl-ea los mismos mimeros, a 21 
b, que. se'usaron en el primer cuadrado. ^ * 




b n 



Jlgura 4 -7b 



Marca las longitudes como se muestra aqul y dibuja los seg- 
mentos K?, 'RS' y El cuadrado grande queda dividido 

en cuatro-*3?iangulo« y .un cuadrildtero que' aparece como 
cuadrado. La medida de cada area triangular es -^^^b. Hay 
cuatro triangulos congruentes, luego la suma de las medidas 
de las areas de los cuatro trldngulos es 4(^b) -6 2ab. . ^ 
si observas nuevamente la, f Igura 4-7a, veras que 2ab/ - - 
es la medida del drea de los dos rectdngulos. Recorta los 
dos rectangulos del primer cuadrado. Corta luego cad4 rec- 
tangulo a lo largo de su diagonal. Comprueba que los cuatro 
triangulos que has . recortado son ^ngruentes con los que 



9^ 



aparecen en el segundo cuadrado,. figu3?a 4"7b* Trata 
A__^_^^ = .a^ + 2ab + dena figura 4-7a 



estos pasos, 

cuadrado 

= 2ab -F ApQj^g " ' . 



1 • 
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1 



Por c^nsl^iente, a -i- 2&b + b'^^a 2ab + -'^pqrs* ^^^^ 

* ' a + b « Aprtocj jxropledad aditiva 

■ * • 'de la ife«aldad • 

Esto muestra que PQRS tlene un ai^^ ctiya medlda es a + 
unldades, pero a .es la m%dida del ^rea (3e uno de los.cuadra-* 
dos parclales de la prJaera Tigi^ra y b es la medlda" del area - 



del otro cuadrado parcial, I)e esto rest^^ta que el area de la 
figura que aparece en el centre del segundo cuadrado (figura^ 
4 -7b) es Igual a la, suma de las ^reas de los dos cuadrados - 
parclales. ^ . • • , " , * 

• Coloca el tuadrado, la medida de cuya drea es a , a lo 
larga del lado de longitud a de un triangulo del segundo 
cuadrado. Coloca* el cuadrado, •la medlda- de cuya ^rea es. b , 
a io largo de^L lado de loi;jgltud b del mlsmo trldnguloV Las 
areas de los cua'drados de los dos lados del trldngulxD Igualan al 
area de la figura colpcada en el »centro de la :^gura 4-7b. JTodo 
lo que nec.esltamos ahora es probar que esta figura es un cua<3rado, 
^Cuales sbn las propieda'des de un cuadrado? • 

1. Los cuatro lados son congruentes, \ 

2* Cada uno de sus ^gulos mlde 90* • ^ , 

SI podemos demostrar estas dos condlciones para el cuadrilatea^o 
en la figura 4-7b, la Propledad pltagorlca quedarj^ demostrada, 

Ccmo s^ ha establecldo, los cuatro trlangulos son ciongruentes, 
pues para 'Cada par de ellos, son oongruentes dos lados correspond 
dlentes^ los ^gulos determlnados por esos»la^s/ Resylta 

^ QB = RS = .SQ^ porque sbn medldas de segmentos correspond! entes 
he trl^gulos oongruentes. 

Hasta aqul hemos mostradp que los cuadrados de la figura 
4^7a son congruentes con los cuadrados eonstruldos Bobre los 
catetos.de cualqulera de los trlangulos de la figura 4-7b. 
Tambl^n hemos mostrado que la ^ma de las dreas de esos cuadrados 
es igual al ar.ea de PQRS, y que PQBS tlene cuatro lados con- 
gruentes. Protoemos ahora que sus angulos son I-eotos. 



1 
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A«» ob 



a A««a 



A-b 



A**ab <i 




(1) En APST, m(/l) +ni(/ 2) = 90 . ^Por qu^? 

(2) m(/ 1) = m(/ 4) • iPor qu^? 
(5) Por consiguiente, m(/ 4) + ni(/ 2) = 90 iPor qu^? 

2) + ra(Z 5) + rail ^) = ''^ i^*^^ 
(G) in(2 5) + 90 = 180 ^ iPor qy^? 

[^6) 2^ mil 3) =-90^ • iPor qu^? 

Podemd^seguir el mlsmo tlpo de razonetmlento para mostrar 
qvi& los ^bgulos 5^ 6 y 7 tambl^n son rectos. ^ 

Se ha demostrsfdo que PQRS ,es u3i :euadngLdb*.y que su area es 
i^al a^ la suma.de las areas de los ^uadrados construidos sobre 
lOs otros dos lados de uno tie los .trlangulos. 



% 4-8. Ouadrllateros . ' \ 

En algunos puadrilateros o paj>tes de cuadrllateros( se pu^den 
hallar slmetrlas y congruenclas^ Tambi^n.es poslble encontrar 
apllcaciones de la Propledad pi-tag^riGa* En esta seccidn si dan 
probiemas, referentes a cuadrllateros, que usan estas tres Ideas • 
En los ejercicios,^ sera oonyenlente reco.rdar^ que s 

^ Un.trapeclo tiene solamente un par de ladoB paralelos* 
Un paf-alelograiao tlene dos pares de lados paralelos. 
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Un psa?al«iograjno que tiene cuatzp angulos rectos es un 
rectangulo,. I ' * • 

Un rectangulp que ti^ne cuatro lados congruen^bes es un 

cuadi»ado, / * . ' ^ ^ 

. . Ejercixslos 4-8 . • 

1. Una figura es sim^trlca pespecto de ui^e-^reeta ^ tlene a esa 
recta comb.eje de simetria. iCuales de las flguras que ^e C 

' ^ noiQ"bran a continuacldn son siempre sim^tricas respeoto de una 
recta? . - ' - » * 

•(a) Tijapecio. * , , a ; • .. 

(b) Paralelogramo. * ^ 

. (tb) Rectangulo. * . s ' ^'^^ 

' (d) Cuadrado. 

2. iCuantos ejes de slmetrla tlene . 

(a) un rectangulo? * 

(b) un cuadrado? " ^ , 

5* iEs poslble dibujar un t rap e ol o que sea sim<^trlco respeoto 

de una recta? Si es asl, dibuja uno/ , . ^ 

4* iEs poslble dlbujar un paralelogramo. que sea slmetrlco res- 

pecto de una recta? SI es asl, dlbuja uno* 
5. Una diagonal de un cuadrllatero divide a la figura en dos 
* trlangulos* ^ 

(a) iCual es la suma de las medldas de los angulos de un 
cuadrllatero? , ^ , 

(b) Nombra los cuadrllateros que se pueden dlvldir en tri- 
angulos coiagruentes p6r una diagonal. 

6^ El rectangulo JffiCD 1;lene una diagonal de 82 pulgadas de 
longitude Su.ancho'es 1 8 pulgadas ^Gual es su largo? 



-207- 



4-8 



7. Las ellagonales de etete • paralelogramo son perpendiculares y 
•^sus lados tlene Igual longi^tud. La dl'Sigonal menor tlene 14 
•pies de longitud y la diagonal mayor 48 pies. iQu^ longltud 
tiene cada lado? ^Sugerencla: " Las dlagonales de un paralelo- 
gramo* se blsecan irrutuamente. ) ' < 




8. En cada una de las flguras que slguen se han trazado dotf 

♦ 

dlag;pnales. Para cada uVa de las flguras' A, 3j P$ \ y 

contesta todas 5.as pre^ntas* Responde a las preguntas 
(a) y (b) par& aada flgura antes de responder a las pre- 
guntas para la flgura que le slgue. , . 




Cua<3rilatero 
Plgura A 




Trapeclo 
Flgura D 




;^aral e 1 ogr amo 
J^gura B 




Rectangulo 
Flgura E 




Paralelogramo con 
todos sus lados 
congruent es 

Plgura G 




Guadrado 
Flgura F 
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(si) iCuantos trl&igulps hay en la f igura? ' 

(b) ^Te parece que alg:unos pares de trisbigulos son congruentes? 
Si es asl, indlca los trlabigulos de esos pares.. 

(c) Si hallas congruentes los trlangulos ABC y CDA ^ en * * 
una o mas flguras, toma una flgura y muestra por qu^ 
son Qongruente'4. Usa para esto las |*ropiedades L.L»L. ^ 
L»A»L* ^•L, Haz lo mismo si encuentras que los 
tri^gulos y CDO son^bongruentes-.* SI eilcuentras 
q^e ambos (^oriJuntos son congpuentes en alguna flgura, ^ ' 
toma el par que quieras mostrar que es congruente* 



Solldos ' , 

Has dlbujado flgui?as contenldas en un piano/ Ahora dlbu'- 
jar^s, sobre la s\i>erflcie del papel, flguras del espacio. Has 
encontrado ^ue es facll dibujar una f%ura plana sobre la super-- 
ficie del papel o la pizarra/ Veras que no es tan faoll dlbujar 
flguras de sdlldos en el papel o en la plzarra. Esto se debe a 
que tlenes que dlbujar la flgura .sobre una superffcle d^ manera ' 
qua^pare2!ca tener profundldad. (^pn otras palabras, debeS dibujar. 
en el papel una flgura que tenga la aparlencla de una caja. Esto 
ret^ulere el usq de la proyecclonj que probablemente has ^studlado 
en tus clases de arts* - j 

!• Prismas r^etos ^ ^ ^ 

( 1 Prismas rectos rectangulares ( ortoedros ) • Un buen 

ejemplo de jprlsma rectangular es una caja de cereales. 
. • Una manera de diseSar una caja es la slgulente : 

(a) IJlbuJa un* rectangulo corao el ABCD de la prlmera 
'flgura de la'pdgina slgulente, 

(b) ^ Ahora dibuja uri^segundo ^ct^gulo RSTV en una 
"poslcldn semejante a la de la flgura. Probable- 
. mente' tendr*a3 que usar segmentos punteados en 

algunas partes de esta flgura. / 

(c) Dlbuja E?^ 15V y TJT.. ^ ' ^ 




0 \ •' 

. . • ^ . t • • ^\4^, . , 

Cuando mlras'-un sdlido, no puedes ver todas'sus aristas, a caJ^as, 
a menos que el sdlldo sea transparente. For -esta razdn represen- 
tamos 4as arlstas qije no son vrslbles, p6r segmentos punteados, 
Esto nos ayuda tamblen a*dar una pferspectiva adecuada a la flgura. 
Si pnafieres, no dlbujes lo's segmentos punteadds. 

' (2) Prismas reotos triangulares. Ahora que has dlbujado un 
. prisma rectangular, el dlbujo de un prlsm§i, triangular te 
sera facll. ' ' , 

(a) , Dlbuja un triangulo cualqulera ABC. 

(b) Por "los puntos 'A y G traza rectas de igual longl 
tud, perpendlculares a IC. Marca los extremes de 
esas perpendlculares con / R y T, / • 

(c) Bibuja paralelo a M y de Igual longl1;ud que 
SR. * . ' 

(d) Dlbuja M y ^ • Entonces *TH puede ser dlbujado 
* . con llnea punteadas. ., ^ 

(e) Compara tu flgura con la slgulente:' 
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(5) 



(f) iCu^tas caras tiene este.sdlldo? ^ » 

(fe) iEn'^qu^ se^diferenclan las caras?' , * ^' 

Prismas rectos hexagonal es . "J ' - * 
(a) pitojla »\m*-hexa6on^ . sem^ de la -r^/ 

^^^HPigura. que -^e ve^i esta paglria. No nece,3lta s^p 
» lan HeAagoti® regiSSB^' Para <*"b*eher la-^erspeciiva 
. ^decuada^^ puede se^il^ecesario dlbujar^ algunos lados 
msb .largos que^oi^Jros. \ Esta es la maneya corao -mi • * 
hexagoii9 aparecerla ai .s.e lo mlrara Otillcuajnente. 
En A y "P 'dlbu^ perpend! culares a 1p .que " *. 
tengan longitudes* iguales.* -Marca con R y S- aus 
extremes. • . , * _ ;. 

Dibuja jpr y «W paralel©§ a M y*.de .longltud 
Igual a; la ^e ' M. Si deseas, puedes ^dibujar llneas^ 
punteadas para, representar las arlstas. que no gon , 
vislbles. " - V . . 



(b) 



,(c) 




II* Piramides 



{^y iCuantas caras tlene este solldo? 
(e) iEn qu^ se^ dif erencian las caras? 



. ' Probablemente" ^sta sea la primera vez que lees algo en 
un texto de^matematlcas acerca de los sdlldos llamados pira- 
mides. Sin duda has oldo hablar de la? famosas piramides de 
E^ip'to. - pna piramlde tlene tina base, que es una region 
formada por un pollgono, y caa»as triangulares que^ se cons- 
truyen uniendo los vertices del pollgono con un ptoto que no 
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esta en el plaiio del mlsmo. En un capltulo posterior^ se da • 
una descripcidn iilidB exacta de las pir&aides. MTDuJemos un,a. 
,(a) En esta flgura, repiresentemos la "base con un cuadrado, al 
• fcmdo de la flgura. 'Aun ahora d^bes tener cuidado de 
consegulr una perspectlva adeiuada. \ ' ' 

(^) Eri primer lugar, diWja solamente dos lados del cuadrado, 
"semejantes a 7® y BC", pomo se muestra en la flgura que 

sigue.. ' ■ f 

(c) Elige luego un punto ^directamente enclma del punto B, 

y dibuja TK, W y VC. ' ' ' * 

(d) Traza despu^s los,. segmentps punteados HJ, "CU y ^ ^ que 
se inteijsequen en D, de maAera que TS sea paraXelo a 
BC y* tJU paralelo a '"5B. , ♦ < 

(e) iCuabitas caras tiene esta pirsumide? • 




Pianos concurrerttes - 

Algunas veces ^es . convlhlente represehtar, sobre una super- 
flcle,. la Intersecclon de dos o mas pianos. Un ejemplo es la 
Interseccldn de una pared y el piso del salon de tu clase. Ves 
otro caso Igual cuando abres un llbro y inantienes una paglna 
levantada. No es dif Icil dlbujar tal representacldn, y te sera 
cada vez mia facil con la practica. Mlra la primera flgura de 
la.prdxlma- pagina* y slgue las instrucclones para dlbujar una 
flgura por ti mlsmc^. • • » . 



(a) Dlbu-ja un paralelog??amo ABCD. . j 

{h} Toma un punto R' sobre 135 y. dlbu^a; W paralelo- a • 

\(ot Dibuja una pe^endloular W a W y una perpendicular 
I* HS" a. .in demanera que W y 1?^ tengan Igual longltud. 
Ahora dibuja T2^. 




(d) iQn6 clase de flgura es RSTV? 

(e) - No es necesar^-o que, como se fia hecho anterlorraente, 

W y ^ sean pei^endlculares. Es deseable, sin * 
embargo, .que RSOJ/ sea un paralelograrao. 
Recta que Interseca a un piano , * ^ 

: Este tipo de dlbujo es tambl^n utll algunas veces. Se 
presenta^a Gontinuacl(5n. ... 

(a) Dlbuja un paralelograrao como \ABCD. 

(b) Toma un punto R sobre la superflcle de VffiCD. 




» . -• , • ■ ..... 

(c) Ahora dlbuja iJiia recta que pase por R de manera que 
parezca atravesar la superflcle 'de ABCB, Esto requerlrd 
alguna practlca. , . S 

(d) Tendras una figura mejor si la recta que pasa por R no 
es paralela a^ningun lado del paralerograrao. 

• E.1ercIclo3 ' 4~9 ^ " ' ^ ' 

1. Dibuja un prisma rectangular de.raanera que parezca mds alto y 
. deigado. 

2. Dibuja un prisma^ triangular de manera que las caras triangulares 
parezcan trl^guloa rect&nguios. > . » 

3^, Dlbuja un p3^isma pentagonal. » 
4.. Dibuja un prisma rectangvilar de manera que parezca cprto 
grUeso. 

5.. Dibuja una pirtode cuya base sea un cuadrilatero que Ao 

parezca> ser un cuadrado, ni un rect&igulo, ni un para^lelogramo, 

6. - Dibuja una piramide de base triangular. 

7. ©onsldera un prisma rectangular. ' 

(a) iEn qu^ pares de caras hay rectdngulos congruent es? 
*(b) Describe las posicione^ de tres plwios de siiaetrla del 
prisma rectangular, Imaglnate lana caja de tizas y tres 
. plahos diferentes,' cada uno de los cuales divide a la 
caja en dos partes congruentes entre si. Revisa tambl^n 
el "problema 8 de la *Se'c^ei(5n 4-3. • " 

8. Consideratun prisma triangular en ej^ual una cara es un tri- 
angulo equilatero. 

{a) Describe los triangulos o rectangulos congruentes. 
*(b) Indica cuatj^o pianos de simetrja. . 
♦9. Responde a las preguntas del ptjoblema 8 si las caras tri- 
' anguiares de un prisma triangular son triangulos escalenos. 
IC. iHay, algunos tridngulos o pollgonos congruentes ' en las-^caras 

de una pir^ide de .base cuadrada? ' 
i1. Dibuja la flgura de un libro en que se muestren 'dos paginas 

en angulos diferentes. . .. . / 

12*. -^Dibuja la figura de un bianco de tiro .piano con una flecha que 

lo atraviesa. 
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. = * \ Capltulo 5: ' • , . 

' ' . ERROR RELATIVO ' 

5-1. Maximo error p.osible " 

El proQeso de medicldn Juega un papel tan Importante en. la 
vida contemporanea que.todo el raundo deberla comprender claramente 
su naturaleza. Una.buena parte de la aritm^tlca que se enaefla en 
la escTiiela elemental se relaclona con las mediciones. La mayor, 
parte del trabajo prellmlnar sobre mediciones ha "sido prevlsto 
psira famlllarlzarte con las unldades corrlentes de medlda y con su 
uso, asl como ^on las relac lone s que* hay tentre esag raedldas* 

El Gonceptp basico que se desarrollarS fn^este capltulo se 
refler§ a que el proceso de medicidn de un ol|jeto conduce a.un 
niimero que representa el numero aproxlmado de unldades. Esto 
contrasta con el proceso de contar objetos separados, que conduce 
a un numero exacto, Cuando el numero de objetog separados se re- 
dondea o estlma, el ij^mepo resultante se trata como si fuera^ una 
aproxlmacldn en el mlsino sentldo que en las Imedlclones.- Como las 
medicione^ son aproxlgnmadas, los calculos que se hacen con sua 
medldas^ tales oomo sumas b pitoductos^ cohducen a^ re.sultados que 
tambl^n son aproxlmados, 

Cuando usas numeros.para coritar objetos separados^ necesitap 
solamShte los n^meros naturales. En el prooeso de contar es table - 
^ces una correspondencla blunlvoca 6ntre los objetos que se cuentan 
y los emen tos del con junto de 3Lbs niimeros natumles. Cuando 
cuentas^ el numero de^personas en; una /?lase sabes que el resultado 
sera un numero. natural; habra exaotamente 11^ pero no puede haber 
ll-jj- 6 lOg-.^ SI feay iriucha gente, o si no estds seguro de haber 
cbntado "correctamerjte^ puedes declr que hay '^alrededor de 300'% 
redondeando el numero *eon la aproxlmasclon de uha centena* Sin 
embargo, si has contado euldadosamente, puedes detemlnar exadta-- 
mente el numero de personas que hay en el salon* 

Cuando^^mldes algo, la sltuacl<5n es dlferente. Allfiedlr ^la 
longltud de un segmento de recta can una regla dlvldida en oa-artos 
de pulgada, el .extremo del segmefttb probablemente caera entre dos 
marcas de cuarto de pulgada, y tienes que deoldlr qu^ marca parece 
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mas proxlma. , ,Aun cuando el ^^extremo del segmento pareclera caer 
exactameiite sobre una de las marcas de los cuartos de p^lgada, 

^s± lo.otoservaras a trav^s de^uiia lente de aumento p3^obablemente 
podrlas hallar una diferencla, Y si tomaras luego uAa regla oon 
las pulgadas dlvididas en dleclselsavos, podria ocurrlr que ,er ex- 
tremo del segmento es.tuvlera mas cerca de una de las marcas en 

""dleciselsavos que de una de las marcas en cuartod" de pulgada. 

•En todo estudlo de las medlclones supondrmos- q-ue los Instru-- 

.mentos de medlda han enipleado con propiedad.^ El use Impropio' 
de'los instrumentos puede ocurrlr por Ignorancia o""p6r falta de 
culdaQp* Estos error^g puederi correglrse aprendiendo a usar el 

. instrumento y observando duidadosamente el proceso de mfedlci6n. 
Pero. aun con los mejores Instrumentos y t^cnlcas, los cientl- 
flcos estan de acuerdo en que, las medlclones no pueden ser exactas^ 
slno solo aproximad^s. Lb Importante es saber justamente hasta, 
quj^ punto la medicidn puede ser Inexacta^ y estableee'r clara-- 

-mente su poslble Inexactitude 

A I 2 8 3 

^ > * i_i I— L 1 ; » 



Mira la recta anteri^or^^ que representa una escala dlyldida en 
unldades de una pulgada^ (no dibujadak a escala). El punto cero 
se *ha marcado con A, y el punto B esta entre las marcas de 
,2 y 5 pulgadas. Gomo B esta claramente rto|6 proxima a la 
marca 2' pulgadas, podemos decir que la medlsflKi del segmento 

^ es 2 pulgadas. Sin embargo, cualquier punto que esta a " 

1 1 
mas de 1^ pulgadas y a menos d^- 2^ pulgadas de^ A, serla ex- 

tr^mo de un segmento cuya longitud, con la aproximacion.de una 

pulgada, es tambien de 2 pulgadas. - La marca por debajo de'' la . 

recta muestra la extension dentro de la cual puede cae-r el ex-' 

trems, de un segmento de recta de 2 pulgaplas\de longitud (con, ^- 

la aproximacion de una pulgada)^ La longitud de tal segmento 

podria ser pasi ^ pulgada menos, o casi ^ pulgada mas, que ^ * 

2 pulgadas. Por consiguient^, decimos que, cuando se mide un 

segmento de recta con la aproximacion de una pulgada, el ^'maxiTfio 

error posible" es ^ pulgada. Esto no signifi<5a que has' oometldo 
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uri error (o que no Ip hag coi&etldoV Slmplemente signl.fi ca qu? si 
mides con prppifedad, con la aproximacidn de una. pulgada, dualquier 
medicidn* mayoi? que -1^ pul^adas y menor que 2^ pulgadas i)odras 
-deoir que la.iongitud es ale 2 pulgadas. . En consecuencia, tales 
medicipnes se suelen escrlbir como *(2 + -g-) pulgadas. .(El slmbolo 
" £ " se lee "mds o ittenos'^.) . Con esto queremos decir que el mayor 
error ppsible en la^medicion es ^ pulgada. Para decir esto de 
otra manera, la medlcldn , 2 pulgadas es correcta con l!a aproxima- * 
cion de una bulgada. , 

SI vemos poste seElalador de distancists que dice "Chicago, 
73 mlilas"^ o<ku6 lanidad de medtcidn y qu^ erPo> posible debemos 
s\aponer? c En realldad no lo ^^.abemos, aunque una interpretaci-dn 
razonable serla.que la dlstancia es correcta con la aproximacion 
de una mllla, y que probablemente el error no es' mayor de ^ ^ mllla, 

^P^ro qu^ podemos deci^ de un poste serialador' que Indica una^ 
dlstailcia d.e 1 milla hStsta\l sigule^^te?* >iDebeTnos suponer que la 
unida^a es 1 milla, y que esta milla medida U.ndica una dlstancia que 
esta entre 0.5 <3e milla y«^, 1 . ^'^niill^is? claro que esta no es 
una interpreta.ci6n razonable en eseXicaso^j^ti.es esperamos que esta 
medloion sea mucho mas precisa, ^ , ' 

Para establecer cual es el maximb 'error poslble en una medl- 
cion, necesitamos saber cdmo se ha hecho la medioldn y cual es la* 
exactitud del ^nstrumento de medlda que se ha utilizado. Ordlna- 
riaraente no conocemos todos estos datos. En realidad, cuando al- 
guien c|;lce que un objeto ^^tiene 2 pulgadas de longitudV 0 "la dls- 
tancia es 1 milla", no sabemos exactamente lo^que significa. Por 

lo general, no nos imp<3rta saber si una medicidn de 2 pulgadas es • 

>t 1 
correcta con ^ de pulgacja o^ con ^ de pulgada ^de aproximacidn, 

o que la medicidn de dlstancias es correcta en 0.1 6 0*01 de ^ 
milla. Algunas veces^^ sin embargo, es importante indicar cual 
pu^de ser el error* En fel trabajo tfientlfico y tecnico se establece 
especlflcamente el maximo error posible. Por ejeraplo, -una longitud 
se darla como (2 + pulgadas o poslblemente . (4 + 0.005) 'pulga- 
das, y no simplemente como Z 6 k pulgadas. 

Algunas veces se emplea el ^t^rmlno "tolerancla" en los nego- 
clos y la industria. Con tolerancia designamos el maximo erro^ 



poslble que ge . pertnlte. La tolerancla puede- ser estableclda poj 
la. persona que corapra clerto producto manufacturado o por el fun- • 
cionamiento de uaa maqulna. Por ejecaplo, fabrlcante de auto- 
mdvllefe debe eslhciflcar que los cliindros d€ una maquina deben 
te»er un dlametrp.de 5 pulgadas con una tolerancia de una mil^- 
^3lma de pulgada. Esto slgnifica 9,ue el diametro no puede varlar 
mas' de 0.001. de pulgada respecto de las 5 pulgadas j las dimen- 
siones estarlan^dadas' por (5 + O.oqO pulgadas. Por otra parte, 
uri faprlcante de bombas h3:draulioas' puede exigir una tolerancia 
diferente de 0,001 de pulgada/ Las leyes especifican con fre- 
cuencla la tolerancia para los Instrumentos de uso comercial, como 
las balanzas para medicidn de pesos. Se pe^te que ""las.mediciones 
de las balanzas varlen dentro de ciertos llmitl^s. Algunas ^^eces ^ 
se declden casos judldales ^obre' la base de las toleranclas per- 
iHlsibles en la calibracidn de los taxlmetros de la policla. ♦ 

Ejerclclos de clase 

1. Cuando mldes con la. aproximacion' de de piilgada, a'^^al es 
el Vnaxlmo error posible? . , 

2. Una vara de un metro se divide en centlmetros y decimas de 
centlmetro (milimetros). Se. ha medido un segment© de "recta 
con esa escala y se ha obtenido 3.7 centlmetros. 

(a) iCual es la unidad de medicidn? 

(b) La medida es' (3.7 + centlmetros. ^ \ 

(c) iCual es el maximo error posible? 'Da el resultado en 
centlmetros y en millmetros. 

5, Los cientlficos miden con frecuencia con la aproxlmacidn de 

^ I. de' centimetre. El maximo error posible para tal unidad 
100 

es centlmetros o millmetros. 

'f. iQue parte fraccj^-onaria de la unidad usada es siempre el 

maximo error posible de una medicidn? 
5.^- PSir:^ una placa de metal de 0,550 de pulgada de espesor se 

especifica una tolerancia de O.OOO5 de pulgada. El espesor 

permlfeible para la placa estara entre pulgadas y 

" pulgadas. ' . " . 



5-2. Precisl<5rL -y clfras slgnlflcatlvas 

Gonaidera; Jua 'dos medlciones, ,10^ pulgadas *y 12^ pulgadas. 

"Tal como se usan ordinarianiente, «stas iSiedl clones no indican qu^ 
unldad de medlcidn se ha usado* Supongatnos que la unldad de la 
prlraera medlclon es ^ de pulglada, y que la unldad de ](a segunda* 
medicldn es /g- pulgada* Entonces decimos que la prlmera medlclon 
es mas preclsa que la segunda, o que tiene mayor precl3l6n> Observa 
que Ipt precision una medlclon depende de la menor unldad usada 
en esa medlclon. El maxlmo e^ror posible de la prlmera medlcldn 
es ^ -de^ ^,^de pulgada, es declr, ^ de pulgada, y el de la' 

^segunda es ^ Vde ^ pulga^a, es declr*^ ^ de pulgada.^ El maxlmo 
^rror poslble ^es menor para la prlmera medlclon que para la sfegunda* 
Entonces, la mds preplsa de dos mediclones es la que se efectua con 
la menor unldad, y para la cual e^l maxlmo error poslble es, por 
conslguien€e, el menor. 

Para resumlr: El m&clmo error poslble de una'toedlcldn es la 
mltad de la menor unldad ^de tftedida empleada en la medlclon. La^ . 
mas preclsa ^e dos* mediclones es aquella para la cual el maxlmo 
error poslble es el menor. — \ 

•""^'^ Por ejemplo, una^ medlclon con una escala metrica puede emplear 
las dlvlslones .(unldades) en centlmetros y en ml^lmetros. Una 
medlclon de 37.6 centlmetros hecha con la aprpxlmacion de 0.1* 
de centlmetro (os con la aproximacion de \ mlllmetro) tlene un 
maxlmo error poslble de ^(1 mlllmetro) 6 'g'(0. 1 cm*.) i= 0»05 cm. 
Esto .lndica que la longltud real esta entre (37'. 6 - 0. 05) centl- 
metros y (37*6 + 0.^05) centlmetrop. Indlcamos estas llmltaciones 
escrlblendo 37*6 ± 0.05- Esta es \?na manera cortvenlente de dar 
dos datos en uno, empleando el slmbolo i * 

Es muy 'importante que las mediclones se establezcan de manera 
que muestren claramente jju precision. Cuando usamos el slgno + 
no hay duda acerca de su slgnlf Icado. Otra manera' de Indlcar 
claramente lo que queremos decir es hacer clertos convenlos sobre 
la escrltura de yn numero en foma decimal — la forma que ocurre^ 
mas frecuentemente en las mediclones clenl^flcas y tecnlcas. 
Cuando escrlblmps que al medirse una longltud se ha obtenldo 
17.62 pulgadas, entendemos que la medlclon se ha hecHo <jon un 
error no ms^or que O.OO5 . de pulgada. Entonces la medlda 17.62 



es c.orrecta con la aproximacion de Ibl segunda clfra decimal a. la 
derecha del jpunto decimal. M la notacl<5n + esto serla equl- 
valente ,a escrlbir' (17.62 + 0.005) pulgadas. Con este convenlo 
cada lino de los cuatro digltog, de 1?.62 , slrve para un propdslto 
real, o es "signlflcatlvo". * 

En, medl^aas como 1,462, 3.1 ,y O.29637 se entiende que - 
todas las cifpas son slgnlflcatlvas. Pero en numgrales como 
0.008 los tres cei*os sl:pven solamente para 'fljar el.punto decimal. 
En l^e. caso declmos 'solamente que 8 es una clfra slgnlflcativa. 

En el numeral 2.008, los cuatro dlgltos (2, 0, 0 y 8) 
son cifras slgnlflcatlvas. En un numeral -como 0.0207 los dos 
prtmeros ceros no son clfras ;^|.gnlflcatlvas, pero el t^rcero si , 
lo es. Luego, 0.0207 tlene tres clfr&s slgnlflcatlvas (2, 0 

y 7). / • 

Cuando '^acrlMmos 2,960- pies ,6 93,000,000 de mil las no 
eata claro si. los ceros son clfras slgnlflcatlvas. Convendremos ^ . 
en que no son clfras s;J.gnlflcatlvas,' pues slrvan para fljar la 
poslcion del, punto decimal. 'Entonces 2,960 pies tlene tres 
clfras slgnlflcatlvas (2, 9 y 6) en su. medlda. La medic Ion 
es preclsa con la aproxlmaclon *de 10 pies y el ^maxlmo error 
poslble es 5 pies. * , " < 

* Cuando queramos que alguh^ks de los ceros del final de un 
numeral como 28,000 6 2,960 sean slgniflcatlvosj^ convendremos 
en Indlcar el i5ltlmo cero que es slgnlflcatlvo. Entonces 2,960 
pies Indlca.una medlclfSn* correcta. con la aproxlmacldn de un pie. 

',La medlda tlene cuatro clfras slgnlflcatlvas (2, 9, 6 y O). 
La medlcldn 93,000,000 de miliar. *es porreeta con la aproxlmaclon 

• de 100,000 mlllas. El numeral tlene tres clfras signlflcatlvas 

(9, 3" y 0). . , ' . ^ 

. ' Deflnlcldn. Un dlgltd en^ un numeral decimal es una " clfra 
slgnlflcativa" si slrve para otros prop6sltos que no sean 
slmpleraente locallzaT-el punto decimal. 
Algunos otros ejemplos son los slgulentes: 

Numeral Clfras slgnlflcatlvas (eruorden) 

39,060 , ' 3, 9, 0, *6 

73.^0 ' ' 7, 3, 4, 0 . 

692 , " 6, 9, 2^ 



^ 0.00523 • • ■ 5, 2, 3 ' . • * 

8.0057 8, 0, 0, 5, 7 

En , 39,060, -el .0 que est^ entre 9 y 6 es signiflcativo, . 
pei»o el otro 0 no Iq es, pues sirve slmplemente para locallzaV < 
el pmto decimal (sobrentendldo). En el numeral 75- ''^O, el 0 es 

• • • 

signif Icatlvo, pues no se ha escrlto exclusaivamente para locallzar 
el punto decimal. En 0. OO523, todps^los .ceros ,s0, emplean para 
localizar el punto decimal, Entendemos que el oero del extremo 
izquierdo ha^ta^ se puede omitir, y si se ascribe es solamente pa3?a • 
mayor claridaden la indlcacion del punto decimal y en la^lectura 
del numero. , , v 

Cohvenimos , en que cuan^p se escribe un niSmero en notacldn 
cientif iea, - todos los dlgitos del' primer factor son signif Ic^tivosj , 
entontees, " * . 

73,000 p^es = •^.3 X 10^ pies . 

73,000 pies =i 7.30 X 10^ ip'les ♦ 

73,000 pies = 7.3obo'x 10^ pies 

TamM^ni 1^> mediclon 2.99776 X 10^^ cm./seg. , para la velofiidad _ 
ide la liiz, tiene 6 cifras signif icativas; la mediclon 2.57 x 10 ^' 
centimetres para el radio del "atomo de hidrogeno tiene ^3 cifras 
signif icativas; la medicion para la deuda nacional en 1957, 
2.8 X 10^^ ddlares tiene 2 dlgitos signif icativosj V. 800 x 10^ 
tiene 4 cifras slgnificativas. En el ultimo caso, los dos ^ 
ultimos ceros son significative s. Si no lo fuesen, el niSmero ' 
deberia escriblrse como 4, B x 10^. Una- de las principales . venta- 
Jas d^ la notacidn cientlfica es, preclsamente la posibilidad de 
indicar las cifras slgnificativas, 

Ejercicios 5-2 

1. " Suponte que "mides un segmento con la aproximaclon de una cen- 
t^slma de ptilgada* ^Cual de las sig\;tientes expreslones repre* 
sentara mejor la mediclon?- i ^ - ' 

3.2 plg. f 3-20 pig, . 5.200 pig. 
2» SuponlT^ que mldea con la aproximaclon de una d^cima de pulgada^ 
^Cual de las aiguientes expresiones puedes usar para dar tu 
resultado? \ ^ 

4 pig. ^ 4,0 pig. * 4,00 pig, (4.0 i 6.05) pig. 



ERJC . • 



/ -222- . ' " ^ 



Indlca qu4 medicioii de cada par es mds preclsa.' 

(a) 5*2 pies, (2^ ± ^) ^i®^ . T 

(b) 0.68 pl^, ■ (25.5 ± 0.05) pi-es ' \^ ' . . 

(c) 0.235 pig. , 0,1 46 pig. - * 
iCual es tu edad con la aprgxlmacion de un "kSo? Es decir, 
la edad que tienes en tu cumpleaJ^bs mas proximo, dada con 
un n\5mero redon<^o* de aftos. Los alumnos que responden "15 
aRos" deben tene'r entre . ; y IJg- aBos de 'edad. 

(a) Indica el valor de posicl6n de ;ia ultima cifra signifir 
cativa para cada una de las mediciones que se dan a 

» continuacion : * 

(1) 52,700 pies (4) 52.7 pies \ 

(2) 5,270 pies (5) 9.5270 pie , ' 

(3) 52,706 pies (6) 527.0 pies 

(b) Indica el Maximo error posible de las me-diciones en (a), 

(a) ^Cual de las mediciones del pi^oblema 5" es la mas \ 
precisa? 

(b) iCual es la menos precisa? 

(c) *6Hay algiin par de mediciones que tienen la misma 
precision? : • ' 

Subrayando \m cero, muestra la precision '^e las siguientes 
medicipnes : " ' » 

(a) 4,200 pies, medidos con la aproxlmacl^ de un pie. 

(b) 23,000 millas, medidas con la aproxlmacion cle un cenr 
tenar de millas. • . ... 

(c) 48,000^000 de personas, contadas con la aproxlraiacion de 
una decena de miliar, . . 

, Ii^dica ei niimero de cifras significativas de cada raedicion. ^ / 

(a) 520 pies (e) 25;80p pies 

(b) 32.46 pig. '(f) 0.0015 pig.. ' 

(c) 0.002 pig. (g) 58.90 pies 

(d) 403.6 pies (h) O.O603 pig. 
iCyantas cifras significativas hay en cada uno de los 
siguientes numerales? 

(a) 4.700 X 10^ ' (d) <6.70 X 10 ^ 

(b) 4.700 X 10^ , (e) 4.7000 X 10 

(c) 4.7 X 10^5 (f) 2,8 X 10^. 

. CU^TT 



5-3. Error relatlvo, exact 1^ porcenta'je de error 

Axmque dc^a medlciones se pujStilen ^fectuar con la'itfisma preci- 
sion, (es declr, con la ijilsma unidad demedida),.y por consiguiente 
con el mlsmo majcimo error posible, este error es mas iitnportante 
en algunos c*a8t>s que en otros. tJn error de- ^ pulgada'al medlr tu 
estatura no serla my notable, pero un error de ^ pulgada al mediij 
la longitud de la nariz serla muy notable. Podemos obtener una 
medlda de la iraportaft'cia del.m&cimo ea»ror poslble comipar^dolo con 
la'medicion. Considera las siguientes inediciones y sus errores 
maximos posibles; . / » 

4 pig/ + 0.5 pig. 58 pig. ± 0.5 pig. 

Como se han efectuado ambas mediciones con la aproxlmaclon de una 
pulgada, el raaximo error posible es .en cada caso 0. 5^ de puligada.>'* 
,Si dividlinos la medlda del maxtmo error posible por el ni5mero de 1 
unidades de la raedlcion, obten^paos los resultados q\ie ise Indican 
mas abajo. tObserva que las medldas son n\5mer6s, p"ero las medi- 
ciones no. -tftilizareraos la pa3,abra "raedida" para referimos al 
numero de unl(3ades de una medlelon. ) 

" - = 0.125 

0.0086 y 

Los cccientes 0. 125 y O.OO86 se llaman errores relatlvos. 
Se de^'ine -el error- relativo de una medicion como el cociente . de. la 
medlda del maxlmo error posible por la medldst^ 

_ , • n ^ medida de l maximo error posible 

Error 'relativo ^ . la roedida . • 

> 

El porcentaje de error es el error relativo expresado como 
porcentaje. En los dos ejeraplos anteriores, los errores relatives 
expresados, como porcentajes son 12.5^ y 0.86^. Cuando se escri- 
ben de esta manera se les liama porcentajes de error . 

La medicion con un error relative de O.OO86 (0.86^) es m^s 
exaeta que la medicion con yn error relativo.de 0.125 (12.5^). 
Pop definitiion;^ una medicion con menor ei*ror relativo se dice qu« 
es mas exacta que una con mayor error relativo, 

Los t^rminos exactitud y precision se emplean en el trabajo 
industrial ycientlfi CO con slgnificado muy particular^ aun cuando 
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con frecuencia se les usa sin culdadq y eji la vlda dlaVle, son ,» 
sindnlmos. Xa preclsi6n depende del tamafio de la vmidad de me- 
dida, y es el doble del m^lmo error posiljle, mi entras que la 
exactltud es el error relativo o porcentaje de error. For ejem-- 
plo, 12.5 libras y 56O.7 llbq?as son mediciohes igualmente pre- 
clsaS) es decir, precisas en menos de 0. 1 'de libra. (El m&cimo 
error posible en este caso es O.05 de libra.) Sin embargo, las 
dos mediciones no tlenen la misma exactltud. La segunda medlcion 
es mas exaota, como puedes verlficarlo calculando en ,cada c.aso 
los errores relativos y cpmparandolos. 

Un astronomo., por ejemplo, -al medlr la distancia a una §ala- 
xia puede facilmente eoaneter un error de un trlllon de millas 
.( 1 ,OOO,OOO,0O0,OO0>mi. ) y con todo ser mucho mas exacto que un 
mecanico que mide el diametro de un eje de acero con la apiHDxi- 
maclon de 0»001 de pulgada, . ^ 

Por otra. parte^ una medlcion dada como 5*5 pulgadas y otra^ 
como 5*5 pies son^igualmente exactas^ pero la primera medlcion 
es probalDleiriente mas preclsa. iPor qu^? 

Suponte que tenemos dos mediciones de una misma cantidad, . . 
por ejemplo 5.5 pulgadas ,y 5.500 pulgadas* En la primera medlda 
hay dos cifras signlflcativas y en la segunda cuatro, ^Que nos 
dice el nymero de cifras signlflcativas de la medlda|respecto de 
la exactltud (error relativo) de la medlcion? Es claro que cuant^ 
mayor sea el numero de cifras signlflcativas de una rriedida, mayor 
es la exactltud de esa medlda. Para llustrarlo, escrlbamos lo 
sigulente: ^ 



3.5 pig. 
Dos difras signlflcativas 

[5, 5} 

Error relativo £~S. ^ 
o * 

Exactltud « 0.01 
Precision = 0. 1 pig. 



- 5.500 pig. 
Cuatro cifras signlflcativas 

(3, 5, 0, 0) / 
Error Telatlyo = ^qq^ 

' . 6 •* 
Exactltud » 0.0001 
Precision = 0.001 pig. 



Trata de ef^ctuar'una comparacldn analoga para las dos 
mediciones 95,000,000, ' de rpillas, y (0.05 + O.OO5) de pulgada. 
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93,OQ0,O0O mi. 
Bos clfras pignificatlvaiB 
(9, 3) 

■«„ 1 500000 

Error relativo = ^^OOOW 

(5 ' 

Exactltud w 0.005 

Precision = 1,000,000 mi. 



(0.03 + 0.005) pig. ' ' 
Una cifra aignificatiya 
(31 

Error relativo = o!^3^ 
<5 * 

Exactitud w 0. 2 
Precision = 0.01 ^plg. 



' EJegoicios 5-3 " 

" En todos tus calculos esqpresa la respue^ta de manera que con 
tenga dps .cifras signlficativas. ' . ' 

1. Indica el^maximo erroB posible para cada una de las s'iguiente 
mediciones: " ' , * ' . 

(e) 7.P3 pfg. 
\(f ) 0. 006 pie • 

(g) X 10^ mi. 

(h) 5^/POO mi. . 

2.. Halla el errol* relativo de cada una de las mediciones del 
ppoblema 1» ^ ^ 

3^ ^Halla el maxlmo ^rrfjS^posible y el pdrcentajfe de error par^ 

^1 



4. 



5. 



6. 



7. 



(a) (52 + 0.^) pies 

(b) . (4. 1 + 0.05) pig. 

(c) • 2,580' inl. 

(d) 360 pi'es 



9.30 X 10 pies 
9.30 X 10^ pies 



cada una de. las si^jd^ntes mediciones: 

(a) (9.3 + 0.05) Pj^ (c) 

(b) 0.093 pie ' ' W 
aQu^ observas' en las 3t*espuestas del problema 3? iPuedes ex- 
plicar por qu4 iQs porcentajes de error son los misraos para 
todaB es'tas mediciones? . 

Halla la precision -de las siguientes mediciones : 

(a) 26.3 pies . ' (cl) '51,000 «ii; 

(b) 0.263 pie • <e) 5.1 Pies ' 

(c) 2,630 pies' \ (f) 0.051 J)lg. ^ ' 
iCuantas cifras signlficativas hay en cada una de las • 
siguientes mediciones? * » 

(a) 52. 1 pig.. . Jc) 3»68 plg. • • 

(b) 52. 10 Pig. <d) 368.0' pig. . ' , 
Halla el error rel^^tivo de cada una de las mediciones del 
problema 6, ' • . 



8» Enytus Vespue^fcas a los problemas' 6 y 7, ives alguna rel^*- 
c^n entre el niSraero de cifras. slgxiiflcativas. de un4 raedida 
y -el error relativo de ^la medlcidn? iCual es ia reiacion 
^U!? hay. entre el numero- €e ,cifras slgnificatlvas^ una 
mediall y la Sicactltud de la niedicidn? , 

■ 9. Sin ef ectuar I03 calculosj^ ^puedes decj.r ^ cual de las mebl- 
ciones slgulejnites '"es in^is exacta? iCual es la merios exacta? 
. " 25. 6 pig. , 0.p45plg. , 7,8; 2 pig. , , 0.2 pig. , 

10, ^ Dlspdinu seg\)ln el orden creciente de su preclalbn, las slgulen- 
tes niedlcione^ : J ' . , 

■ • (a) 04 +■ P^S. / -Cs? ±5^) pig. , , (32| t ^) plg.„ . • 

. " (46| + "^) pig./ (22.25 + 0.125) pig. 

(b) 4.62 pig. , 5.041 pig. , 3 pig. , . 82. 4 pig. , , . , 

. 0.3762 pig.' ' . ' ^ : 

*11. Dispdn, segiin el orden crecien^ de su exactltud, las sigulen- 
, • tes medlciones> ' ' . 

* (6 + i)pies, (3.2 + 0.005) plg^ , (7." 2* + 0.05) mi. , 

• (3^±^) pig-? 3 yd. C4.i:J:)plg. 

12. Cuenta el T3,iiraero de clfras significatlA^as d-e oada una de las 
. sigulentes . raedidas : ^ . ^ - * . 

(a) 43.26 .(e)f 0.6070 \(1) 76,000 
''(b) 4,607 ^ " (f) . 0.003Q . (j) 43,000 

(9) 32.004 : (g) 4.0030 Mk) 0.0*36 . 

' (d) 0.0062 ' '(h) 0.03624 (1) -^00.00004 

13. Expresa en notacldn ci-entlflca las sigulentes raedidas: ' 
.(a) 463,000,000 (d) 32.'*004 (g) 36.8 x 10? 

(b) 327^000 (e) 2- . , (h) 0.80 X 10/''' ^ 
(^) 0.000462 * (i*) 0. 0000400 (i) 72 blllones 

14. "A. s4.mple ylsta, dispon los nuraeros gue siguen segun el orden 

, creciente de sus magnitudes, , Escribe "solkmente las letras. , 
(a) 5.6 X 10^ . . (e) 3.,5^x 10 ' . . 

• "(b) 3.5 i< 10^ • * (r) .4J1 X 10^ 



(c) 4 X 10 ^ ' ---^ (g.) 3.527 X 10^, 

(d) 3.527 X 10^ (h) 3.55 X 10^" 
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(i) 3.4 x.iO**7 (J) 5.59 X 10 • 

15. PROBLEMA DIPICIL. Un mecanlco m^de 1^ catoeza de un piston de 
5g. pxilgadas eon la aproximaclon de 0.0001 de pulgada mien- 
tras *que un astrpnomo mide mediante el paralaje, la dlstancia 
al 'can Mayor (la estrellai Sirio) con^la aproximacion.de 

.«_.L„^ljQ, 000,000 de.Mllaa^„_.Iiia ilista|iM.a-a.^^S^^^ 

de luz (1 atto de luz'« 6 X 10^^ mlllaa). . iQue medlcioii es 
mas' exacta? . " « v 

o V ... 



5-4. Adlclon. 2. 3ust>racci6n de medldas 

Como las raedl clones -Jamas son exactas, la respuesta^a todo 
problema que dependa de tales medl clones es tamblen aproximada. 
Por ejemplo, suponte que has medldo el largo de una habltaclon 
haclendo dos marcas sobre la pared y llamandolas A y B, y que 
luego has medldo las dlstancias de una esqulna a " A, de A a B, 
y de B a la otra esquina. Las medlclones como esta, cuyas medl- 
das. deben sumarse, han de hacerse con la mlsma preclsldn. Suponte 
que las medlclones son -JZ^ pulgadas, kO^ pulgadas y 22^ pulgadas, 
hechas con una aproximaclon de un cuarto de pulgada. -Si sumas las 
medldas, obtlenes 135^. Por conslgulente, la medlclon es 135f • 
pulgadas. Por supuesto, las dlstancias podrlan fiaber sld6,.mas 
cortas en cada caso, pues las medldas podrlan haber sldo tan pe- j . 
queiias como' 72^, 40g y 22^ pulgadas, y en este caso la dls- 
tancia serf a casi de 135^ pulgadas, que es tres obtavos de pul- > 
vgada men9r ique 135^ pxilgadas. De la mlsma manera, cada dlstancia 
podrla haber sldo casi un octavo derpulgada mas larga, caso en el 
cual la longltud total" podrla haber sldo casi tres octavos de pul- 
gada mas larga que 135§ pulgadas. El maximo error poslble de una 
Buma es la suma de les maxlmos errores pQslbl,es . SI sumaramos las 
medldas. 37.6, 3.5 y 178.6, el maxlraQ error poslble de la suma 
serla O.O5 +'0.05 + 0.05, es declr, 0.15- El resultado de esta 
adicion se darla como 219. 7 +. 0. I5. 



Los cilculos ref erentes .a medldas son muy Importantes en el 
mundo actual. .Se han establecldo muchas reglas que dan la exac- 
titud p preclsl<5n de los resultados* obtenidos mediante c^lculos 
con medidas aproxtmsLdas, El gran numero' de reglas, sin embargo, 
podrla aumentar la confusidn y Jam^s reenqplazarla a los conoci- 
flil^*03 b^sicoB sobre los dalror-^ipisiximadorr Si se c^^ 
slgnifioado de mdximo error poslble y de error relatlvo, se puede 
hallar la preclsidn y exactltud de los reaultadoa de los caloulbs 
mediante el sentldo cpmun. • El sentido coimln nos dice que ^1 
operar con un gran niJmero de medlciones, los errores ^e canceiar^n 
6ntre si, dentro de ciertos limites. 

Prinfcipio general ; La suma £ dif erencia de medi'das no puede 
aer mas precisa que la menos precisa de las medidas . de los datos . 
Por consigulente, para sumar o res tar n\Smeros aproxiraados, -redon- 
d^alos primero a la aproximacidn del mends precise y luego efect\Sa 
la operaci(5n. ^ 

Gomo hemes visto, el m&cimo error poslble d^ una s\ima (o 
diferencia) de varias medidas es la suma de los m^^xlmos errores 
posibles de^las medidas que se suman (o restan). (Para estimar el 
error probable de una- suma/ teniehdo en ouenta la manera como se 
cancelarjan los errores pntre gf, necesitamos emplear algunas 
ideas de probabilidad que todavla no tenemos a mano. ) 

Ejercicioa 5-4 ' 
1. . Hal la ^1 maxlmo error posible para la suma de las mediciones 
de cada'uno d% los conjuntos que siguen, (Cuando se da una 
medici<$n poAo pulgadas, debes suponer que la unidad de me- 
0ida ha sido ^ pulgada, y de manera analoga para las otras 
fracciones. ) 

(a) 5^ pig. , 6g- pig. , 3^ pig. 

(b) 5^ pig. , • Sg- pig, , 5 plg|f 

(c) 4:2 pig., 5.03 pig. 

(d) 42.5 pig., 36.0 pig., 49.8 pig. ^' 



2. 



5. 



(e) 0.004 pig. , 2. l.plg. , - 6. 135 pig. 

(f ) ^ 2^ pig. , pig. , 3| pig. 

Suma las slgulentes«medldas: 

(a) 42.56, 578.1, 73. V 37.285, 0.62 

(b) 85.4a, 7. I6. 3n5;'-'3CT : 

(c) 9^6, 0.345, 1.,713.P6, 35.27 
Resta las slgulent^es meclldas: 

(a) 7.3 - 6.28 

(b) 75?.- 0.73 , \ 

(c) 5,430 - 647- ' 



5-5. Multlpllcacldn y dlvlaldn de medldas 

Ya sabes que el numero de unidades del area de \m rectangulo 
se halla nmltlpllcando el niSmero de unldades de longltud de s\i 
largo por el n\5mero de las mi smas unldades de su an^o. Suponte- 
que ra& dlra©tislones de uin r§ct^[pgulo son 30 pylgadks y 20 pulga 
das. Como se han, medldo con la aproxlmaclon de \ma laulgada, las 
medidas se pueder\ escriblr como . (50 + 0.5f) y. (20 +^.5)? Esto 
slgnlfica que, el l;^rgo mfnlmo puede ser hasta de. 29.5 pulgadas y 
el ancho mlnftoo hasta de 19.5 pulgadas. El largo no pu\de ser 
mayor que 30. 5 pulg^tdas nl.el anpho mayor que 20.5 pulgkdas. . 



20 putoaaot^ 





30 |Hil9Qdo«* 



I 
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Mira la f Igura de la pigina anterior para Uo que esto 
si^ifica. Las llneas exterior^s rou^stran como serla 6l,rectan-> 
gulo si sua dimensloiies fueran las male largas posit)les. Las 
Ifneas interiores muestran cpmo serla si su largo y su ancho 
..^^jieran los mlnimo3"po&3^«^. La zona sombreada rauestra la dlfe- 



rehcia que hay-entre las areas maxima y minima posibles, corres- 
pondiOTites a las medic iones dadas. 

VeatnoB cuales son las dlferencias. Las dimens iones dadas 
son 20 pies por 30 pies. Las dimensiones milniinas ppsibles son 
(20 - 0.5) pies por (30 - 0.5) pi^ y las maximas posibles -son 
(20 + 0.5) pies por (30 ,+ 0.5) pies. ' - 



Minima drea posible 

(20 - 0.5) X (30 - 0.5) 
pies cyadrados. 

(600 - 10 -'l5 + 0.25) 

pies cuadrados 

o 

575, 25 pies cuadrados 



Area dada 

to pies X 30* 
pies 



600 pie^ ' 
cuadrados 



Maxima area posible 

(20 + 0.5) X (30 .+ 0.5) 
. pies cuadrados 

. 6 * 

(600 + 10 + 15 + 0.25) 

pies cuadrados 

625.25 pies ctiadrados 



Entonces, hay una diferenoia dQ (625.25 - 575.25)* es decir, 
i50 pies cuadrados, en loa dos eprores posibles. El ^rea calculada 
de 20 X 30 pies cuadrados, es "decir, 600 pies cuadrados, tlene 
unos 25 pies cuadrados fm^s que el area minima posible y unos 25 
pies cuadrados raenos que el" ai'ea maxima posible. ^ • 

Por. con||*u4.ente, si deseamqs ser cuidadosos con "nuestros 
enunciados aHpaoe ^clarar lo que queremos decir cusaido expresamos 
'que el area del rectangulp es " 600 p;Les cuadrados, Como henibs 
visto, esta respuesta no es eorrecta con la aprpxiinacidn de 1 pie 
cuadrado, pero es eorrecta en menos de 100 pies cuadrados. Si 
queremos Indicar la situacion del mejor raodo posible, debemos es- 
cribir el ^area como (6OO + 25) pies cuadrados. (Hemos redondeado 
fel area maxima posible 625.25 -a 625 pies cuadrados. 0 qulza 
prefieras escribir 575. 25 pies cd.. .< el area < 625.25 pies cd. ) 
Si escriblmos el area como 6OO pies cuadrados, debemos interpre- 
tar el 'numeral como si tuvlera una clfra signlflcativa. Esto * '* 
' qulere decir que el drea esta dada dentro de un margen de 100 
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pies cuadrados, y.por consiguiente, esta «itre 55O pies cuadrados 
y . 650 pies cuadrados. - Es to es correcto, pero como resultado no. 
es mejor qt»e nuestra respuesta X6OO + 25 pies ctiadrados). 

Es reaiaente Imposlbls dar una regla satlsfiactoria para la 
multiplicacldn de idedid^s aproxlmacfas en torma decimal o fra<Kilo- 
narla. Sin embargo, cuando se expresan los<?datos en forma decimal, 
ae pu6de sugerlr grosso modo como obtener un product© satlsfactorlo. 
El nt5mero de\ clf ras slgnlflcatlvas en el producto de dos numeros no 
es mayor que el n^ero de clfras slgj^lflcativas del factor menos 
exacto. ' . . 

Observa que esto dice que el numero de clfras signlflcativas 
no es mayor que el numero de clfras signlflcativas del factor menos. 
exacto: esto no asegura que habra exactamente ese mismo numero de 
. clfras. . _ X • 

Como ilustracldn de este prlnclpio, considera'el sigulent?e ^ • 
problema: iCual es el area de un rectangulo cuyos lados miden 
10.4 centimetres y 4.7 centimetres? - 

Para hallar el area podrlamos multiplicar 10. 4 centime tros 
por 4. •^vcentlmet^os para obtener 48.88 centime tros cuadrados. En 
10.4 hay*tres clfras^^gnlfl-cati^s mientras que en 4.7 soiamente 
hay dos. ' En conseouertcia, el producto no pu^de tener mas de dos 
clfras signlflcativas y por eso redondeamos el area a 49 centl-. 
metros cuadrados. Resulta que el ilrea apjjwciraada del, rectangulo es 
49 centime tros cuadrados. • 

Si queremos hallar una estimacion meJor del error posible, ^ 
deberaos emplear nuevamente el esquema " + Como 

(10.4 + 0.05) (4.7 + 0.05) = 48.88. + 0.52 + 0.255 + 0.0025 

•\ =^49.6575 . ■ 

y ' . • 

(10.4 - 0.05) (4.7 - 0.05) = 48.88 - 0.5.2 - 0.255 + 0.0025 

. " - = 48.1275. . . 

vemos que *48*1 cm. < el area del rectangulo < 49*7 cm. " Si 
usamos soiamente dos- clfras signlflcativas, vemos que ^1 area esta 
entre hQ y '50 centime tros cuadrados* Entonces (49 + 1| centi- 
metres cuadrados es una buena respuesta. 

Podrlas fireguntar por qu^^no redondeamos a 10 el numeral 

■ . • ■ / 
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10.4 y trabajamos con s<5lo dos olfras signiflcatlvae en cada 
factor* EQt<mces tendrlaaios ^ . 

. 10 X 4.7 'cm.^ = 4? cm.^ . . 

para el area, lo cual vemos que ^no *es correoto con dos cif ras 

Por esta razdn, cuando se nrul^lpllcan <aos f actores que no 
tlenen el mismo numero de clfras slgnlflcativas,. es costumbre 
oonvenjLr enjilo slguiente; >. 

Si unt/de los dos factores contlene maa cifras slgnlfica - . 
tlvas que i ll otro» redondek el factor ' que tlene mis clfras -~ 
slgnlflQ^lvafe de msmera que Gon;benga solamente una clfra \ 
slgnlfjfcatlva inds ,que el otro f-ictbr . ^ - . — 

Suponte que quereraos hallai^ la Tbngitud de una circunferencla 
cuyo dldmetro d es Igual a 5. 1 np.' I'a longltud de Ta clrcun- 
ferencia es C = ird. iQue valor^ deBemos tomar para ir? Corao el 
diametro . 5.1 se- da con dos clfras slgniflcatlvas, tomamos tres , 
cifras slgnlflcativas para * ir; es declr, t » 3.1 4. Entonceg 

^ ^ ' G ^ ir^a » 14 X 5^ 1 « 16.014' . 

q-ue redondeamos a /*l6, pues en el producto no deb«i aparecer mas 
de dos clfras slgjiiflcatlvas* ^Eiitonces, ' 

C l6 nnn« 

Si estuvidramos tratandp con una circunferencla muy grand© , 
cuyo diametro d raldlera 1,012 pulgadas, entonces deberlamos 
tomar ir w 3. l4l6. y redondear el r^sultado de la multiplicacidn 
C =(5ri4l6)( 1,012) a cuatro clfras slgniflcatlvas. 

La division se define ppr medio de la multlpllcacidn, Por 
conslguiente, „ es razona"ble se^lr el procedimlento usado para la 
multlpllcacidn al dlvldlr numeros aproxlmados. 

Cuando una multipJLieaplon o una divlsldn indloada tiene un 
liiSmero exacto, como *2 en la formula de la longltud de la circun- 
ferencla (C = 2Trr), el n\5mero aproximado determlna el niiraero de 
clfras slgnificatlva* de la respuesta. No conslderaraos el ntimero 
exacto en la deteirolnacldn de las cifras slgniflcatlvas de la- 
respuesta. XSti niimero exacto es un niimero que no se obtlene 
midlendo. " . ^ 
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— EJerolclos 5-5 * ' 

1 . Suponte que un reotan gulo tiene aj- pulgada's -de lar^o y .t 

pulgadas de ancho. Haz un dibujo del reotangulo,* Indica 

la f lgu r a ~que el largo tiene (2^ pulgadas y el ancho 

(l-g. + «^). pulgadas. "^Luego halla la mayor y la menor de las 
areas poaibles, calculapdo su 'diferencia o parte incierta. 
Despu^s halla el area con las dlmensiones niedidas/y da la 
respuesta con la aproximaci6n de ^ pulgada ciiadrada. . 

2. Multiplicia los slgulentes n\imer03 aproxlmados : 
(a) 4. 1 x'36.9 " ^ * . ^ 




' (c) 5.76 X (2.^ X 10^) . . - 

5./ Divide los siguientes niSmeros aproximados: 

(a) 5.632 + 0.83 ' ^ • ^ . • J- 

(b) 0.0QD544 + o;ooo5ar * ' 7 — 7.^ 7 ; * 

(c) (5. 14 X 10^) + 8.006 ■ ^ 

4. Halla el drea' de (in campo rectangular que tlehe 855.5 varas 
largas de largo y 305 varas largas de anch^. 

5. La longitud de una clrcunf erencla >se da por la fomiula C = ird, 
en que d es el diametro*de la xjlrcunf erancla* ^ SI se da r 
corao 5. 14.1595, halla las longitudes de las clrcuftferenciaa 
cuyos di&aetros tienen las siguientes mejlidas: 

(a) 5. 5 pig- • , . ^ 

(b) 46.56 pies , * , 

(c) 6 mi. 

6. :Una mdquina estampa" piezas' cuyo peso indiviciual es 0. 6?5 . 

libras. iCuanto pesan 75 de esas piezas? . " 

7. Suponiendo que el agua pesa 62,5 l-ibras* por pie ci5bicp, icu|Ll 
es.el volumen de 15/610 libras? 

Hay muchas reglas aproximadas para calcularf con datos aproxl- 
-madosj^ pero se l as debe usar con mucho ouldado^ pues no slrven para 
todos los casos. Las maquinas calculadoras de graa velocidad, que 
suman o multipllcan miles de n^meros por segundo^ deben tener 
reglas especiales apldcables a los datos que se les proporien* En 
tales mdqulnas^ los errores provenientes del redondeo de numeros 
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ae suman o deskparecen de una manera muy dlfldl de prever..^ De 
liecdio, la ^^teorla de erx^Drds" tal como se aplica las calculadoras 
ea actualmente un campo may aotlvo de Investigapldn para loa inatre-^ 
mat^lcoa*..^ — — ^ — V ^; - - — — - — 
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Capitulo 6 * . 

6-1. Revlsl6n de los nxSmeros raclonales . 

En tus estudlos de matematlcas has empleado varies slstemas 
de nxSmeros. EmpezLaste con los numeros naturales, de los cuales 
qulza sablas inucho aim antes de coraenzar el primer grado dfi-la - 
_esjcu«l-a prlmaria. — B3lro^"Mraeros^"s6n' tan famillares que sus dlfe- 
renclas respecto de los otros slstemas de n\imeros f licllmente pasan 
inadvertldas, Consldera las sigulentes preguntas: 

■ (a) Elige un ntSmero natural particular. iCuai es el n\5mero 
natural inas pequeEto que le slgue? .^Y el mas grande que le sigue? 
SI n repi»esent;a un niimero natural, ^cdmo se representa el nuraero 
natural siguiente mas pequeflo? 'iY el slgulente mds grande? - 

(to) iHay al^n nuraero natural que no se pueda emplear para 
reemplazai^a n en tu respuesta a la pregunta (a)? ^Por qu^? 

(c) iHay un numero natural mlnimo? uno maximo? Si ^s 
asl, icuale« son? 

(d) iEs el .conjunto de los, numeros naturales \ cerrado respecto 

de la . , " « 

(1) adicl6n? 
'(2) sustraccion? 
- (5) multiplicaclon? 
(4) . divisidn? 

'(e) iCuantos n\Smeros naturales hay entre 8 y 11? ^Y entre 
'5,002 y 4,002? iY entre l68 y 169? Dados dos n\Meros natu- 
rales, ihay slempre otro numero natural entre ellos? 

* En el Capitulo 1 has estudiado los numeros raclonales posl- 
tlvos y negativos. El conjunto de los enteros contlene al conjunto 
de lx)S numeros naturales (llamados entej>os^ positives). Para cada 
ei^ro positivo a, hay un n\5mero opuesto ~a. Los opuestos de los 
enteros po'sl tlvos se llaman enteros' negativos. Si a • es un niimero 
natural, entonces a x+ ("aX = 0. ' iQu^ numero entero no es positive 
nl negative? * ' - • 

El conjunto de "los 'enteros es^a contenldb en otro conjunto de 
niSmeros que hemos llamado il conjunto»de los numeros raclonales. 
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Como sabers, el oonjunto de los enteros se emplea con varlos fines 
p<^r, ejemplo, para indipar la poblacidn , de un paisr, el mimero de. 
ddlai^es que tienes, el niXmero de v^rilcee de un trlangulo, etc. 
iCiOS enteros solos no bastan pkra rauchos otros fines, especial - 
mente para la medlci6n. Si tuvi^ramos que -usar solamente los* " 
enteros para medir, habrlamos tenido que inventar nombres para 
las subdlvisiones de J.a untdad. En clerta foiroa, lo hemos hacho 
asi; en lugar de decir 5j pies, decimos algunas vieces 5 pies 
4 pulgadas. Pero no enqpleamos una palabra diferente para una 
subdivision de pulgada* En vez de ello, decimos 7;^ pulgadas '6 - 
7.25 pulgadas^ empleando nttmeros raclonales que no son enteros. 
Si tuvl^ramos solamente numeros enteros, jam^s podrlamos decir 
^ cuartlllos, 6 2/3 mlllas, 6 0.001 de pulgada. 

Recuerda que un n\5mero,..raclonal puede ser designado con el 
slmbolo de fraccion donde p 2. q son enteros/ 2. Q / 0* 

; As! como hay un entero negativo qye corresponde a cada 
entero positive (o ni5mero natural), hay un n^ero raclonal nega- 
tive que corresponde a cada n^mero raclonal posltivo* 

. Ya debes estar faiftillarlzado con las propledades fuhdamen- 
tales de los numeros r^acibnales, que resumiremos. asi : 

Clausura: Si a 2- ^ son ni5mero3 raclonales, en1:onces 
a b es un numero raclonal, a •^b (mas "comdnmeyite escrlto ab) 
es un numero raclonal, a b ' es un niimero raclonal y ^ es un 
n^Jmero raclonal si b 7/ 0^* * 

Conmutatlvldad : Si a ^ ^ ntimeros raclonales, 

entonces b « b + a, 2. b b * a, (ab ^ ba). 

^Asociatividad: Si a, b ^1 ^ son n\5meros raclonales, 
entonces a'+ (b + c) = (a + b) + c, y a(bc) = {ab)c. 

Elementos neutrales: JHay un numero raclonal cero tal que 
si a es un numero racipnal, entonces a + 0 a* Hay un 
numero raclonal 1 tal c^ue a * 1 « a* 

. Distributividad: Si a, b ^ ^ son n\lmerbs,, raclonales, 
Entonces a(b + c) =.*ab + ac. - - >. 

Inverse adltlvo: SI a es un n'umero raclonal, entonces ' 
hay un numero raclonal "a tal que a 4- ("a) ^ 0. ^ 

213 . • • , 
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Inverso raulWplKiativo: ' SI a es un nxSmero racional x 
a 7^ 0^ entonces existjs \m nxSmero racional tai que ab = 1. 

• Or<aenaci<5n: SI a- ^ soft mimeros raclonales diferentfes, 
entonoes o blen ^a > b, o blen a < b, 

E.lerclcios de clase 6-1 
iflay .entero negatlvp minlmo? • uno mdxlmo?' 
Si- li representa un entero negative, ic<5mo Be representa el 
aiguiente mas grande? ^Y.el siguiente mas pequefto? 
iEs el conjunto de los' enteroff negatives "cerrado respectb de 

la ; ' ' 

(a) ad^-cldn? ; (c) multiplicaeion? 

(b) sustraccion? division? ^ ^ 
Expresa 'cada uno de los siguientes nuraterales en la^ forma ^ 



1. 
2. 



4. 



5. 



o donde 'p jr q v son xjumeros naturales. 



(a) 5| 

(b) 7^ 

(c) 12 

(d) 0.47 




/ C'g) 3. 7 

^ ^h) (-7) 4^1 ; 



4' 



iCual de-las propledades de los ntimeros rationales se pone de 
.manifieeto eh cada unq dejlos enunciados- siguientes? 

(a) 
(b) 
(c) 



■(f) • -(|) = "C|) -lif) 



y ^ ^es un ntimero raclon^l# 



(d) \- (f + T^) = (^'|) + T^) 



(g) ■(^) -1= 'C^) y 



es un nilmero racional. 
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6. iCual es el Inverao adltivo cle ~(^)? ^ 
.7. iCuaJ. es el Inverso raultipllcativo de ""(^)? 

8. iC6mo se s\jele llamar tambi^n'al "lnvej?so multlplleatlvo"? 

9. Si o ~(^), es el nombre mis Simple para un rairaero racional 
entepOj^ <,(^^, niJmero debe ser q? 

10. i€dmo puedes saber que dos fracciones representan al mlsmo 

ntimerOw racional?' ' 
11^ otros tres norabres hay para el numero raclonal ^? 

EJercjLclos 6-1 

1; Indica ouH de las propiedades de los ralmeros raclonales pone 
de maniflesto cada uno delos enunciados siguientes: 

b ~ "iV* es^.unmSmero racional. 

(b) ^ + 0 = . r> • ^ - ^ 



(c) 1 . -(|) = -(5) . .. 

(*^) ~(|-) V = "^i" y ®s un niimero racional. 

(e) |. (|. ^) + (|. ^) 

(t) -(§) • -(4) - "to • . ' ' 



,2, Expresa cada uno de los nuraerales que siguen en la forma 
q* ° "(q)» donde p ^ q son ni5raeros naturales. 

(a) ^ (d) "0.55 

•(b) (e) 10 ' 

(c) ( 4) + ^ ■ (f) 17.03 

, £s£iribe. ei!l-^u forma fraccibnaria-mas-slm ' €a4a - uno los 
numeral es siguientes: , 

(q) "0.62 * . 



(d) 




4& 


(e) 






(f) 


12.5 





^'4, iCual es el tnverso adit?lvo de Qada tino" de los sigulentes 

_______ >. _ • - "• 

a^eros?""' . ^ ^ I ^ 

(a) -28 ' ' ' \ 

• (b)'V56 - ^ ' ' (d) " • • 

5. Compl"6ta este enunclado,- "La expresidri mas simple para un 
numerp Nracional escrito en la foma ^ es aquella en^la cual 

a y to no tienen ningxin factor comdn, exaepto 

" 6. tifn numero racional que no tiene inverse raultipllcativo es^el 
ntimero ^ cuando p es ' - .- 



7« Escribe ordenadamente losmjraieros. raclonales que siguen. 
Coloca el mayor al final. " 



/*8. Halla la media de I05 dos raSmeros'.racionales o y 4. 
♦9, ^Es Qlempre posible calcular la media de dos ente^^s ^§ 'ma^e^a 

que el resultado a.ea un entero? E3{|)liQa tu respues^fiu 
*10. Multlplica por 10 cada uno de los sigulentes n\imeros: 

ta) ,0.5^335 (d) 0. Iit2l42 * . 

(b) 0.090909 (e) 13.46333 ^ 

-(c) 16.31212 ; .(f) 846.4646 

11. Ktultiplica pdr 100 cada numero del problema 10, " . 

12. Multiplica por 1,000 cada numero del problema • 1 0, - 



■ % 

6-2, Densidad de los n\5mero8 racionales ^/ 

Una de"Has observaciones que has hecho sobjre los entep»s'es 
la siguiente: todo entero esta precedldo por un determimlado entero 

y aeguido por otyo« El entero que precede a- _3 es ~% yi-j 

entero que sigue a 1,005 es 1,006. Con otraW palabras, si n 
ek un entero, entonces* su predecesor es (n - l| y su sucesor e? 
(n + 1). 
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Sol)re 1^1 Tecta nwm42?i.<ia *6sto algnlfltia -qy^ hay vaclos eritre' 
los pxmtos ^ue cpirespojidei)' a Ip^s' enteros. " ' / » " 



co»Bldera todfpB iQS ii\Sme3?os Vaoion^ * 
de la recta num^rlt^a q\jie les c6rresponden. Tales puntos *se 
llaman puntos,.^aclonales* , Sobre* la reQ ta^ nura^rica q\ie h^llaras 
a contiixuacidi:^ aa rauestran los puntos racionales entre ^3 y 4, 
ddBlgnados por las fraocic^es con denomlriadores 2, 4 y 6* • 

^ i/m I Hi i Hi I tU I ih i iji I m » n. 1 iii i .ij^ I .i> r .i.- I h. i .'i. I ^'^ 
-3 -T ^0 f • ^ 3 4 

, • ^ ^ * ^ • *^ 

1, DnDuJav'una ^ecta n-um^rlca aniloga a la de la flgura J5-2a. 

Mai^a los puntos que ecSiregpond'^i^ estos ni5meros:, !»• . 

(f)* . (f)* ' ~(|-)* "(f)'' '(f)* ■ "(I"), \|> h h ^ 

a. Sob3:»e la recta ftttm^rlca que dlbujaste en el probleraa 1, halla ' 
los jpuntos que correSponQen a ^stos niSmeros: 

: -(J). '(|). -(|). -(^)." -(i), -(§). -ii). I i' h ^l 

3* 'iEran algunos los puritos de los problemas 1 ys 2^ el inlsmo 

^ ptinto? Si es asl, *^cudles eran? ; 
4* Suponte que ya tlenes locall:?ados Jos .puntos corr^spondlentes 
. \a.numero's racionales representados p6r fracclones con deho- 
* minadores 2, 5, k/-^^ y "6\ Luego locallzas JLos puntos 
representados por~ fracclones con denorainador 7. ^Cuantos * 
^ " nuevps .puntos (que aiin no hayan- sido marcados) habra para 
los s^ptlraos . entre los puntos que corresponden a*'3.os enteros 
1 y 2* entre los puntos que cor^es^nden a^'^S y 4? 
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5, Jjooaiiza' Xuego los puntos correapondiente^ a las fraoclones 

con denoiottlnaclor . 8. iCuantos nueyoB puntos habrd entre los 

corresponQlentes a doff enterQS consecutlvoB? . 
^^'•Considera .todoa loa^l)\:itoa racionales entre 0 y 1 que 

represfe|iten f i^acciones" con deniomlHadores de 1 a 8, Inclusive, 
t Tales ^puntos se enumei»an a continuacldn. La prlmera flla mues- 
tya^las' fracclones cpir-denQminador^ -1, la a«gund«t~fila muestra 

las fr^cciones con denominadoi* 2^ para los nuevos puni;6s, la 
' t.erctera las f racciones con denomlnador 3 para los nu^vo.a pun- 

tds, y as! aucesivamente. ' , . 



1 , •> . 2 " ♦ 

IT ' If • 

.1 • • . 2 . 5 * - ' i 



.1 

7 . . 7 - T 7 T T 



3 



I- 



(a) iPor qu^ se ha oanltldo ^ en la flla de los -ter^los? 

(It))/ iPor qu^ se ha omltlclp * 4 en la fllTa de los cuartos? 

(c) iTot^qvi6' aparecen^mas ptintos nuevos 6n la fila de los 
.qulntos y en "la fila de los s^ptlraos que en la flla de^ 
los sextos? ^ 
7. En la flla de'mas ,abajo se dlsponen'lps nume3?os racionales 
Indicados en el^problema 6^ ordenados de menor a mayor. 

0-3 1 1 1' '1' 2 1 323 1 3 '5 2 ^ 3 1 5. d X 1 
T B" 7 ^ F ^ 7 5 F« 5 -7 ^ 7 f t:T 7.^.5 6 7 H 1 

Expllea por qu^ las sels jprlmeras f racciones deben estar en el 
orden Indicado; haz lo mlsrao para las sels ultimas fracclones. 
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8. En el problem^ 7, se podrlan obtener mas ntimeros W la. f 11a 
'de fracciones y mas puntos en el conjunto cor^spqridlente ' 
ae puntoEf racionales, Intercalando las fracciones ion deno- 
mlnador • 9, luego liBts fracciones con denomlnador " jjo, y asl 
s-ucfeslvamentie,' ^Cuantos puntos nuevos correspoip^flerlan a las 
fracciones con denomlnador 9? a las fraj*M,ones con 
clenomlnador 10? . a las fracciones con d&momlnador^ 11? 
9* En los probieinas 6 y 8, ^qu^ denominador^cp3:^'espond^rla' 
^ al maydfr nuraera de puntos que aun no se ban conilderado? 

6Qw>^ clase de nlSraero parece corresponder al mayor n\5raero de 
nuevos puntos cuando se le use eomo denomlnador? tPor que? 

Podemos ^s'egulr un metodo dlferente para deslgnar y localizar 
nuevos puntos racionales. Consldera dos nilmeros 'racionales^ 
positives r 3^ con r < s. Luego Imaglna lo que ocurre si 
surnames r 2_ s a cada uno de estos iriumeros. Observemos la 
recta num^rlca. / 



HI 1_ 



sumaiklo r s r 



r 

I 



-• • H 



\ \ ^ T Wiinqndo r m 



2s 

* 



Vemos que 2r < r + s"<'2s. Tomarido mltades, obtenenios 

1 * 

r < ^(r + s) < s. No es.dlflcll mostrar que r- < -g-(r + s") < s, 
aun si r es negatlvo, o cuando tanto r ' como s son negatives. 
Puedes tratar de demos trar esto por tl mlsiho, si deseas, empleando 
la recta numerlca. El n\5mero ^(r + s) es la media de los . 
numerds r Hemos observaBo, entonces, qu^e la media de 

dos numeros racionales esta ertt^^e esos numeros. Sobre la recta 
numerlca, ^que punto crees que" liorrespdnde a la media de "dos 
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ni5mei»os? Es el punto medio del segmento ^aterml^ado por esos 
mSmerps, Si r s son niSmeros racionales, ^es ^(r + s) nn 
ntlmero racional? prdpiedades de^los n\lmeros racionales nos 

permiten af imar esto?^ * . 

Podemos resumir iQ que hemos qbservadb: EI punto medio del 
segmento que une , dos puntos racionales sobre la recta num^rica es 
un punto raclonal que correspond e a la media de los dos numeros. 

El puiito, medio del segmento que une los punt<3s correspon- 
dientes a ^ 7 ®® el punto que corresponde al numero pues 

^ El punto medio d^. segmento que une los puntos correspon- 
diehtesr a>^ y y \,es*el punto que corresponde al niSmero -p^, 
pues ^ >. 



Buscando la media de esta manera, es posible hallar numeros 
• racionales entre cada par de numeros consecutivos representados en 
la fila de fraoclones del problema 7 de lo"^ EJei^ciclos 6-2a, Si . 
intercalaraos e§tas nuevas f racciones, la fila comenzarla .as!': 



0 11' 15 1 15 



Si hallaras por este ,metodo todas las nuevas fracciones de 
esa fila, habrla- hy fracciones entre y f ^^te procedi- 
miento se puede' s^Jpir indefinidamente. Podrlas hallar puntos 
entre j y entre y ^.y as! sucesivamente/ Podj'las 

hallar tantos ni5meros racionales com© quieras §ntre 0 y 1, 
toraando medias, medias de medias, y asl^^ceslvaraente. 

El estudio anterior sugiere esta iraportante propiedad de los 
niSmeros racionale^: , " 

Propiedad de la densidad. Entre dos ^ numeros racionales dia - 
t into 3 ha^ un tercei* n\5mero raclonal . 
Sobre la recta numerica, esto significa que el numero de puntos 
racionales de* cualquier segmento es ilimitadoj pcy? n>as puntos que 
. se hayan locallzado en un segmento muy pequeitlo, se pueden Ipcali- 
zar tantos otros puntos como se deseen. 




..... EJerclcios S-Zb 

1. iEs aettiso el con^unto de los enteros? Es declr, ihay sien^re 
* W terc^^entero entre dos enfceros cualesqulera? Bxplica tu 

respuesta. ^ ^ ' * , v • . 

2. - . iHay un entero posl.tlvo mlnimo? vino mdjdrao? . * 

3. iRay yxxi entero negatlvo mlnimoT uno m^lmo?. 

4. iHay un rolmero raclonal posltlvo minlmo? ^Y un ntlmero 
facional negatlvo m^lmo? * 

5» Imaglna los puntos de la recta num^rlca correspondientes a » , 
- 0 y Ei Indlca el punto raoional 'P que esta a ml tad 

de caminp entre 0' y Indica el puapito que esta a 

ml tad de oamlno entre el punto P y 0 : y entre el punto . 

<! , • ^ 

P y TOT* 

6. De la mlsma msuaera, halla tre^ nilmeros raclonales entre 

7. Imagina el segmento de extremos -jj^ y Indica un 
m^todo que puedas segulr para designfir tantos puntos raclo- 
nales corao quieras en ese segmento. Emplea ese m^todo para 
deslgnar por.lo menos clnco puntos. 



6-3. Repr e 3 entaclones ^eclmales de los mimeros raclonales 

Precuentemente es util poder ezpresar los nilmeroa raclonales 
como declmales. Cuando es necesarlo comparar dos ni5meros -raclo- 
nales muy prdximos, JLa comparacl<5n se facillta epnvirtlendo esos 
n\lmeros a, la foiroa decimal* La forma decimal es partlcularmente 
\Stil si* hay varies nxameros raclonales por ordenar, For ejemplo, 
considera las fracciones jl-/ |J# § Y ^ sus declmales 

correspondientes O.52, O.54, 0.375 V 0,45. Es mas • f i cil, \ 
^ordenar los numeros cuando se escrilDen en foiro^ decimal. 

Algunos nxKmeros raclonales se escrlben facilmente en forma 
decimal, A simple vista, sabemos escribir 

•g- = 0.5, , ^ = 0.25, ^ = 0. 125, ^ = 0.2, ^* = 0.04, 

0.008, y tambifn = 8.5, 5| = 5.75, Ij^ = 17.5. 



erJc 251 



La expreslAa decimal ,I>ara algunoejotros jnwjimeros racipnale? 
Itwede no ser tan evidente, ^ero bleiap^]?e la obtenemos mediante la 
dlvisldn^ Por ejemplo, ^ ^ . 

2»6666666».* \ 

4=0.1428571428571^2857... 

* ' = 0.O76923O7'6925O7..^ 

» Y:p;= 0.09090509. 

8. 7857142857142... 

* ^ -'Si - • ■ 

Los ejemplos que hemos' estudiado pareeen sugerli? que el/ 
desarrollo decimal para los n\ime3?os racionales^* o bien termlna 
(com'o en ^ =^ 0.5)^ o bien Ise repite (como en ^ = Ot>555353* . * )• 
iCudl serial un oamino razonable para estudiar desarrollos decimales 
como^^stos? Puestto que hemos xef ectuado la dlvisldn del numerador 
poT el denomlnadoj? p^ra obtener una representacl<5n decimal, poderaos 
estudiar cuidadosamente elk procedlmiento que jsegulmos en cada oaso, 

Considera el n^mero rational ^. Si ef ectuamos la divlsldn 
" Indlcada escribimos 



« « 



0.875 

8 ) 7.060 

St) ) .resto 6 
6 



' • *Tro resto 4 * „ " , 

40 

- resto 0 . 

* * 

Al,divldir por 8, los unices restos que pueden aparecer son 0, 1, 
2, 3^ ^> 5> 6 y 7. El resto *qu^ apareci6 en la primera etapa 
fue . 6, luego 4 , y f Inalment^ 0. Kodrlamos continuar dividiendo, 
obteniendo en cada nueva etapa un resto *cero y un coclente cero^ 
Podriamos escriblr ^ « 0, 875OOO, . . . pero lo haoemos as! rara vez. 



1 
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El decimal 0.875000. .. es un decimal perlddlco en que 0 se 
replte indeflnldamente. Cuando aparece el resto 0, la. dlvisl<5n 
es exacta. Decimos que una division es exacta si da un resto 
cero y luego ceros para el coclente, Tal decimal:; se llama fre- 
cuentemente exacto en vez de perl<$dico, y as! lo haremos en 
este capltulo. 

iQu^ podemos. declr de un numero racional que no tiene una 
reprosentaclon decimal exacta? Consideremos un ejemplo particular 
de esta clase, a saTaer, El proceso de la division de 2 por 

13 es asl: * ' . 



0. 153846153 

13 ) g.oooooooSo 



'^O 



resto 
7 



^0 . "5 

iTo 11 
104 

. "~50 6 



52 
80 



8 

^0 2 



. 50 ^ 5 

♦ . TT 11- ■ . 

etc. 

Los restos posibles^jpn ahora 0, 1, 2, 3, 4, 5, '6, 7, 8, 9, 
10, 11 y 12. - No aparecen todos los restos, sino 7, 5, 11, 6, 
8 y 2, en este orden. En la siguiente etapa de la divisldn 
reaparece el resto 7, asl como la sucesldn 7, 5, 11, 6, 8 y 2, 
En realidad, el proceso se replte de nuevo, periddicamente. La 
correspondiente suceslon d^ dlgi'tos del coclente— 153846 — se 
repetira, pues, periddicamente en el desarrollo decimal de 
^ A fin de eserltolr este decimal en forma concisa y sin 

t 

amblguedad, se acostumbra escrib,iT 

0.1538461538461538461... como 0. 1538^6..'* ^ 



. La, "barra (o raya) sobre la sucesl6n d© dlgitos 153846 
•Indlca que ese ccfti junto de dlgitos replte. Anilog^ente, escrlbi- 
inos S>* 3533» • • ^« • » • convenlen te, pode moa 

ehcrihlT 0. 3533, . . como >8'^35. . . 6 0, 335. . . y 0.-153B46. . . 

...«jaoma„. JDU45384W # « « * „ _ — 

' EL m^todo que hemos estudiado es general y* puede apllcarse a 
un numero racional^cualquiera si se efectnla la divisl6n 

Jjadlcada, los posibles restos que pueden aparecer son 0, 1, 2, 
3, (b - 1). Nos fijamos BOlamente en las etapas que contrl^- 

buyen a- que los dfgitos se repitan en el coclente. Estas etapg,s 
ai^arecen usualmente cuando los ceroa comlenzan a Vepetlrse en el 
divldendo. Si aparece el res to 0, el desarrollo decimal tennlna 
■ en esa et^a del proceso de divlsi<5n. En realidad, podemos escrl- 
bir un decimal exacto tal como 0, 25 con un cero repetido para 
lograr un desarrollo petiddico, 'tal como 0. 25OOO. . . , o podemos 
usar la barrat, tal como 0. 25'5'. . . . Observa que puede aparecer 
un res to cero antes de esa etapa sin temlnar el proceso j por 
ejemplo, ... , 

• 112.2 

5 ) 561.0 

5 resto 

m.. 0 
ir 1 ^ 

'10 

"To 1 
^ ^ 0 I 

► no aparece 0 como resto despu^s de agreg&r ceros al 
dlviepndo, entonces despu^s de , a lo mas (b - 1 ) etapas del 
proceso de division, aparecerafjiuevamente uno de los restos posi- 
bles , 1, 2, . . . , (b - 1) y la sucesidn de dlgl'tos comenzara a 
'repetirse, 

Mediante este argument© venjos que todo numero racional tiene 
un des arrollo • decimal periddico. . * ^ • * 
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J, ' EJerclolos 6-3 - 
1', Italia expreslones declmaleB para los ralmeros raclonales que 
siguen, Contlnua la divis3,<Sti hasta que comience a repetirae 
el peplodo, y escribe regpuesta con dlez clfras declraales 
por lo ittenpB. > . . . " 

(a) I . ' (f) 

It ' ' (s) 



128 

14 
5T 



(a) ^ f . U) ^ ;•• 

2. * iCudles de las slgulentes f raccloneE se convierten en deci- . 
males en que se repite el.cero (exactos)? 

(b) ^ ^ (h) ^ ' . 

(c) -q: ' "i^ 

(e) ^ \ (k) ^ ' ' 

5* Escribe/ en forma factorizada completa los denomlnadores de 
la& fr^cclones exactas del problem^ 2. ^ 

4» Desar^*olla con sels clfras declmales las slgulentes 7^ 
frac/ilones: 

(a)/ I . " ' (d) ,i 

^ (b) % ■ / (e) 



7 ■ ' T 

3 . ' ^ rf'^ ^ 



6-4, Rume3?o raclonal Qorrespondlente a un deolmal periddlco 

Hemos viato c6mo se halla por divlsldn el desarrollo decdmal ' • 
*de \m niSmero racloml dado, gncontramos que el desarrollo decimal 
<€s peri<5dico.* Supongamos ahora que tenemos la situa-cidn oputestaj , 
es decir, noa dan . tin deQijnal peric^ico. . iRepresenta est© decjbmal, 
ef ectivamente, un niSmero raclonal? , iC<5mo podemos ^veriguarlo? 

Podemos ver, cdmo se aborda este problema qons'iderando un j 
ejemplo. EscrlJ)aiiios elt numefo 0, 132132152132. y' llam^moslo n, 
de manera que n = 0, 132 132*02'. . . . El perlodo de dlgltos es 132, 
entonces sj. raultiplicamos por 1,000, desplazamos el primer perlodo 
hacia la izqul^rda del punto decimal y. obtenemoa la relacl<5n - 

1,000n = 132. 13213ZW. * 

n ^ 0.13213213^... 

Restaado, obtenemos ^99n ^ 152 ' 

. ^ 132 « * 

de manera que n = 

' 44 . 

o,^en forma irreducible, n « 

» «> 

Por este procediraiento encontraraos que 0. 132132132132. . . = • 
•44 . . ^ ' ' ^♦ 

El ejemplo que aqul damos pone de manifiesto un m^todo genera^l 
que han desarrollado los raatemdticos para mostrar que tQ<k) ^eclmftl 
perlodlco represent a un n\jimero racional. Vemos, por o^nslguiente, 
que hay una correspondenCia blunjtvoca entre el con.lunto de los 
n\5meros raclonales 'y el con Junto de los t^eclmales perlddlcos . 
Luego, serla pra otic amen te equiyalente definlr los niimeros raclo- 
nales como'el conjunto de numeros representados por todos esos 
declmalea perlddlcos. 

. Antes de dejar el tema de los declmales, estudleraos un dato 
, Interesante acerca de Iqs declmales exactos. 

. Henjos vls to que los n\5meros racional es corao ■g- = 0. 5, ^= 0.2, 
"'•875) *^50 ^ 0'597, 27.68 se" representan todos por 

declmales exactos. iCdmo podemos saber cuando es dste el caso? 

... • -if 

Si nos Inspiramos en los numeros racionales d? este tlpo que 
hemos estudlado, obtenemos una clave evldente: parece que los 



i 

er|c ^ \ 256 



denomlnadores ' tienesn solamente los faoftores primos_,*2 (5.:^ 5» o 
ambps. (V. problema 5, EJerclcios 6-3. ) • 

CoiisldeKTa un niimero raclonal en el ouai el derMJiainadoip « , . 

es una potencia de 2, como * ' . 

Multipllcaiiido por 0 1, podenios escriblr ' 

4 5 * 2 • 5 

rue&Tso que c > • 5 puede §scrlblrse • ' 

• ■ . . . . "» • . . , . 

2.2. 2 ' 2-. 5 • 5 • 5 • 5 = (2 • 5) (2 . 5)(2 ' 5)(2 5) = 10 

- ;, ■ • " , ■ . ^ ... >. 

podemos escribir - 

^ _ _ „- - iOOOO - 10066 ^' ^-^'^ . 

^ * ^ V ^ 

De manera analoga, si tenemo^ un niim^ro racioiml en el cual* el ^ ^« 
deriominador es una potencia de*' 5^ podemos proceder de^ siguiente 
modo : , . ' \ ' 

APuedes mostrar que 5^ • 2^= 10^? > 4 

En general, si tenemos cualquler numero racional cuya deno- 
minador tiene solamente potencias'de 2 y de 5, podemos emplear 
la misma t^cnica* Por ejemplo, 

5791 - 379 1- 5'^- 2** ' 579 1- 5^- z'* 5791^ 5'^. z'* ■' 5791. 5'^. z''' 

2^ " (z'- 5*) (s^. z") ° (z7. (5*. ?*) ' io7. ;o* =r " 

y esto da una representaciSn decimal exacta* ^P^edefe demostrar 

que ^ a un decimal exacto multlplicando por .^"i Para 
2^ ; 5 ^ " ; -5^ ^ ^ 

establecer en general un hecho^de este g^nero, suponte que 
hacemos la siguiente pregunta: iOwe numero racional (se 
supdne que p y q tienen solamente 1 como^ factor comun) 

TCI * 

pued^ ser representado por — rp^ "donde N es un entero? 
Suponte que ^ste es realmente el caso y que , 



* Por consigulente, q • N = p • 10 

• " • k 

Esto indica qtue; q divide al producto de *"p • P^^* 

como hemos Bui)ue8tp que p ]t '^^ tlexienr-solagente a 1 como 

factor tforaun, enton<ie» q ^^elie dividir & 10*. RLnalmenter^ 

\inibos faetores pogibles de, 10^ son los productos de potencias 

,de Z ' y potencias^' de 5. . . 

Asi, hemos djsmo^trado" que un numei»o racional r tiene una 

representacidn de?cimal exacta si el denpminador de r conslste 

solamente en el producto - de- potencias de 2 y de 5, y \inicamentQ 

en .ese caso. Kntonces ir puede escribirse en la f oma ' 
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ctonde p es lan enterb. 

EJerclclos de clase 6-4 
1. 'Efectda cada una de las siguientes sustracciones : 

(a) lOn - n ' (d) tOOn - lOn , 



(b) 100n ^ n"^ ' , (e) 1,000n-n 

(c) 1,000n - 10n (f) 10,0d0n - 100n 

2. Escribe cada producto como un solo numero. 

(a) 10 x 0.999^... (f) 1,000 X 0.613455^... 

(b) 100 X 5. 12T2"... (g) 100 X 8.051 sTF...' 

(c) 1,00.0 X 0.p35t355... (b) r 100 X 512.899^... 

(d) 10 X 16.66^... . (i) 10 X 312.895^... 

(ej lOxO.poW... (J) 10,000 X 6.01 23^5W. . . 

3. Efectua 'cada una de las restas Indlcadas. 

. (a) 3,128.995... ' (c) 162. 16211S2'... . . 

312.89^. . . , p. 1621^ . . . 

(b) 9.995... ^(d) 301.010ltJT... 
0. 999. . . 3.01.01W. . . 



25S 
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(e) 1.255335... 
J_ 0.12535?. .. 



(g) 27,P75.075grS.- 

•.\27; 075575. .. 

L.0:il^\!6nAriTT^.^ -'2. 

.. 4i.6477T* »> 



4. ^ Para cada unp de los nximeros N que slgu^, halla el menpr 
niSmero de la forma 10^ ClOj 100, 1,*000, etc* ) de manerJ 
que (10 • N.^ -^N sea un decimal exacto. vMi^estra qu^ esto' 
es ciapto. * , , ' * 

EJemplo . ' . «• ^ 

" = 1.324^... . 

: ♦ • , 100N = 152.424Fr... ^ " 



N 



1 . 52417 . . . 



100N - N = 13.1.10000... *^ 

, (a). 0.555... • *■ (e) 163.17%.. ' 

(b) 0.7373"... • (f) 672, 42W... ^ 

.(c) 0:901^... ' (g) 0.1254565]^... 

<d) 3.02335... (h) 3.4l0OTy. 

5. Expresa cada uno de los niJmeros que ,se dan a con.tlnuacl6n 
• en la forma donde a ^ b Bon numeros naturales. 



(a) 



(b) 



4. 11 



(e) 
(f) 



582.4 
— 

47. 551 

9999 



6. SI se reemplaza a por 1 en ipor que ipj^eros entre 
25 y 50 puede ser reemplazado b de man^i 
representable por un decimal exacto? 
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< Sjerclotps 6-4 " - * 

1. iQuls n\Smeroa j^aciohales <ae la foma ^ tlenen las slgulentes 



expresipniea wJeclmales ? 

(a) nQ. 09^55"... • . (e) 0.1025 

•(b) 0.'ll1.T.:. ' (f) 0.166K«.« : ^ 

* * (c)* 0.0555.... . ' " (g) 5.1251^... 

(d) 0. 125123'. • (h) 10.045*?5... ^ 

Of, Escrlb^ en foma completainespite. factorizada cada denomliiador 

de los slgulentes niimeros: "» 



5^'- i^uales de los niSmeros del problema 2 tlenen decimales con^ ^ 
cero repetido? . ^ " , ^ 

4* se reemplaza . a t>or 1 en el num^ro racipnal ^ i^0T%u4' 
niimeroB entre y 101 puede reemplazarse b de manera * 

que ^ sea representable ppr una expresion decimal e^Caota? 



*6-5* Puntos raclonales sobre la i reota num^aBLoa * 

-'Si'^ainos la r^presentacldn decimal para los numeros |*ablo- 
nales, vembs inmedla'tamente c6mo localizar y ordenar los puntos ^ 
correspondlentes sdbre la recta num^rica* ^ \ 

Consldera, por ejemplo, el ni^er6 raclonal •2* 396 14, . • y su^^ 
posiclon en IsT recta num^rica^ El dlglto 2 en el lugar de las. 
unldades nog* dice Inmedlatamente que el punto r^olohal . corres ~ 
pondlente P esta entre los enteros 2 y^ 3 de la recta num^-» 
rica* Graflcamente^ la primera flgura aproxlmada es asl: • ' 



P 



9 10 



260 • 
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TJna descripcion mas precisa se obtlene conslderando los.dos prl- 
meros digitbs z.5 que nos Indlcan Iranedlatam^nte que P esta 
fen$re 2.3 y 2.4. Por eonslguiente, hallaraos el punto P en 
el. Intervalo de 2 *• ^ 5 . divi'<^ldo fen declmas, de la slgulente^ 
manera: ' - * ' . / 



J — ^ 



* ' 



2.0 



2^ 



3.0 



■ ^ ' Si Gont-lnuan^Qs. el» proqeso * de afinaralento sucesivo de la , 
. . . posfcion de P- sobre la recta num^rica, •teneraos una flgurli«como 



iasigiilente; 

p (2.3... ) ■ 

p;(2.39...) ^ 
P\(2. 596. .. . ) 
P (2.396t..-.) 



I L 



^.0 



^1: 



2.30 



J L 



_ J. • 2^0 



2.390 



-L., — L 



2.400 



/ 
/ 

d L 



2.39T0 



P (2.39614.,.) - 2.3^^i^— \ - ,2.39620^ 

Localizaci6n he P corresaondiente a 2^^5961^» . • ^ 

! Con tal representacldn decimal para un niimerb racional, 
podeiuos locallz^ facllmente el punto corre§pondlente sobre la 
^recta^* numerlca con el grado de exactltud deseado* . • ^ 

Ademas, ^adp« dos numeros raclonales distlntos cualesquiera 
^ r'^^n esta foma, es f^cll declr a simple vista cual es mayor y 
cu^l es menor^ y cual |5recede al ol^pq en la recta numerlca. 

r culdadosamente. eobre la^ 



SI pretendes localizar el punto 



recta nv^nerica, ipreferlrlas usar ^ 6 0. 428571 * ? SI 
• quxbieras comparar 4 con cualquier otrd numero raci©nalj 
^que forma es.mas facll de uSar, y 6 . . ? 



6 



* ^ EJ^roiclos .6^5 %» , ' 

— iV ' ^blspdn cada gitMpo'dfe declmalaa en ttl mXamu uM& h g n q ue ap are^ 
cen los puntos corresponc(lentes sobre la recta num^rlca. Colo- 
^ ca primero en, la llsta el pun to que esta mas a la i2,q\iierda. 

(a) 1.579 1.>95 J.'JS^ . 5-^68 .1.372 

(b) -9.426/- '2.765 :-2.76l^ ^ -5.650 -2,765.^ 

(c) -6.15475/ 0.154^7 0^465 0.15475 ;0;i5598 
2. En el problema l(c), ^qu^ puntos eatar^^ los sigulentes seg;- 
• raentos? ♦ , 

* Ca) 'El legmen to' de extremos 1 y 2. * 
-(b) El,degraento* de extremos 0 y '1. 

(c) El segmento de extremos 0.'1» y 0.2. 

* (d) El segments) 'deN extremos 0. lfe' 16.' ^ • 

(e) El segment© de extremos* 0.1^4 y. 0.155-^ ; -. 
_J 5. Dibuja un segmento de 10 centlmetros; mar^ca sus^ extremos con 
0 y 1, y dlvldelo en diez partes, Marca y da nombre a los. 
sigulentes puntos: * ^ 

(a) .0.23 ' . (d) .0.6 

(b) 0.49 

(c) ' 6.80 

4. Dlspon cada grupo de numeros raoiL[3n%t3?es en ordeh creclente, 
. expresandolos primero en forma dectonal- 
3 4 17 (6) ' i 



(e) ' Oj^a , 

(f) <i.95 " 



6-6, Numeros irracionales • . *' 

Al estudiar los jiumeros racionales, hemos aprendido muchas 
cosas. Una de las mas iinportantes es la propi^ad de la densidadj 
entre dos numeros racionales dlferentes cuaiesquiera hay siempre 
otro niSmero racional. Efeto quiere decir que hay muchos, muchjslmosf 
numeros racionales y puntos racionales,, y que estos estan repai^tidps 
por tox3a la recta numeric a. Cualquier segmento, por pequeno que 
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sea, contlene Inflnitos puntos racionalea* Podi*lamos pensar que 
" todos los puntos <3e la req ta nura^rica son puntos racionales* 
Marquemos un punto sobre la recta num^rica medlante una oons- 
truccidn muy siiaple con la regla y el compas* Qwizas este punto 
nos depare una sorpresa* . 

(a) Dibuja.una recta num^rica y deslgnala con Sea A 
el punto cero y B el punto uno. 

(b) En B, dibuja un*rayo m perpendicular a 

(c) \Sobre m toma un segments SfT de* una unldad de. 
longitude . -lu ~ * 

(d) Dlbuja el segmento 

(e) Dlbuja un arco circular que Interseque a 
» A como pentro y IRT como radio. Llama 

' ' de Iri^terseccidn* " ^ 



&^ tomando 
D al punto 







* 




m 

c . 








J 








* \ 

B |D 


1 




1 


-2 


-J 


0 






. 2 


3 


4 



• Figura 6-6 , 

Ahora consldera las dos preguntas slgulentes : 

(t) quj^ numero (si existe) corresponde el punto D? 
^ (2) ^Seria un numero raclonal? ^ , 
Veamos la primera pregunta* Halla primera la longltud de 
"SU, pues aC" y * 1^ tlenen la misma longltud. * TJsaremos como 
unldad de medida la unldad de dlstancia de la recta num^rica. 

En la figura 6-6/ el trlangulo ABC es ^ triangulo rectangulo. 

» 

La ine<^4da de 7® es 1, i;.a medlda de 5C" es ^1. Podemos 
.emplear la Propledad plta'gdrlca para hallar 



c 



UC)^ = (BC)- + (AB) 



(AC) 



2 



l2 



(AC)'' = 2 



2S3 



El rnSmero -posltlvo cuyo cua<a3?aao es 2 se define ,eomo la veSz 
cuadrada <3e ' 2 y se escribe m/S". . * • - 

Entonces, • " . 

^ * AC = ^/F, luego 

- . ^ AD =^N^ * / 

Por consigulente, el punto D corresponde al niimero VS*. ^Es V2* 
un niSraero raclcaial? ^Es eate ntamero-el cociente de dos enteros, y 
puede ser representado como una fracei6n en la cual P 2; <1 
son enteros 2. Q / 0? 

Para responder a esta pregunta, seguiremos una llnea de 
razonamie;|j|f;o que la gente usa con frecuencia. Es el tlpo de 
razonamlento que slguid la madre de Juan u n djCa en que dste lleg<$ 
tarde de la escuela. A los regaftos dei su ma^e, Juan respondK? 
que habla venldo corriendo'desde la escuela hasta su casa. "iNo> 
no has venldo corrlendo por todo* el camlnol", dljo ella flnse- 
laente. Juan, avergonzado, preguntd: ' "iC<5«io lo sabes?" ^^1 
hubleras corrldo desde la escuela hasta aqul, .estarlas Jadeante", 
le respondio ella, "No estds Jadeante, luego no has venldo 
corrlendo". « * - 

La madre de Juan slguid un razonamlento Indirecto. Ella 
supuso lo contrarlo de lo que querla probar, y mostro que eata ^ 
hipotesis cor^ucla ft una conclusion que no pbdla ser verdadera* 
Por consigulente; su hlpotesls tenia que ser falsa, y el enunciado 
original verdadero, ' , 

\ Demostraremos que no es un n^iner^ raclonal, empleando el 

razon^jnlentQ indirecto* Supondremos que VS' es un nxJinero raclonal 
y mostraremos que esta hlpotesls conduce a* una conclusl6n>4mposlble, 

Supongamoa que V? es un numero raclonal* Entonces podemos 
escrlblr a/? como 2.^. donde p q son enteros q 3/ 0* Toma 

en su foma Irreducible, Esto significa que P q Jio tienen 
otro factor comun que 1« 2^ 

SI^n/S" = entonces 2 s= y 2q^ p^, Como p q son 

2 2^ q 2 2 

enteros, P y q ^tambi^n son epteros. Si p = 2q , entonces 

p^ debe ser un numero par, {Un entero es pa^p si es Igual a 2 

multlplicado por otro entero. ) Entonces, p • p debe ser par. 



J' 
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Un iiumero impa^v multipllcado ppr otro numero linpar es wA n\lmei*o 

impar. • ( ^R^cuerdas p03? qu^?) Entonces^ p debe ser par, y ee 

p\iede escriblr como 2a, donde a m entero* 

2 2 

Por conslguien*e, p = 2q se puede escriblr como 

y (2a) • (2a) = 2q2 \ 
^ y 2 . (28^^) = ^q'^ * . 

> y 2a^ = 

Esto nos dice que q es tambl^n un numero pso*/ pues es • 
Igual a 2 multipllcado por otro entero. Re suit a as! que q 
tambJL^ es un ntSmero* par. 

Entohces nuestra hlpdtesls de que V? es un***niSmero raclonal 
^ en su forma Irreducible, nos ha conducldo a la conclusion de 

P 21 Q tlenen el factor com\5n 2* Es.to es Imposible, pues 
la forma :^rreduclbie de una fraccldn es aquella en la cual p 
jq no tlenen otro factor comun dlferente de 1. Entonces el 
enunclado es un n\fcierb raclonal" debe ser falso. / 

Como la/medida del segmento ^ de la flgyra 6-6 .es n/?, 
entonces debe ser el numero que corresponde al punto 

Se ha demostrado que no es un n\Smero raclonal, Por consl-* 

gulente, hay por lo menos un punto sbbre la recta hum^rlca que 
, corresponde a algiin numero que no es un numei»o raclon^. Con 
btras palabras, aun cuando los puntos racionales estan d^nsa^ 
mente dlstrlbuidos sobre la recta, el conjunto de los puntos 
de la recta num^rlca contlene mas puntos que el conjunto de los 
rtumeros racionales, * , 

Un numero como n/S'j— que no es un numero raclona^^ se llama 
numero Irraclonal , El ^?^fyljo "1" cam^Ha el slgnlflcado de 
"raclonal" en "no racionaT'. 

Ejerciclos 6-6 

U Construye una figura como la flgura 6-6^ y marca, el purito D 
con " "• Luego usa el compas para localizar el punto que 
corresponde al numero ^(^/^), y marcalo. 
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2, Dibuja una recta numerlca, uaando una unidad de la misma longi- 
tud que la unidad" del probl0ma 1. Usa la letra A para el 
punto 0 y la letra B para el punto 2, En B conatruye un 
segmento perpendicular a la recta numerica y de 1 un^dad de 
longltud/ llamalo BF. Dibuja iOxil es la medlfla del 

segmento 

5. Usa el dlbujo del problema 2, y localiza sobre la recta num^-. 
rica los puntos que corresponden a >/5 y Marca esos 
puntos. 

4. ^Crees que ^/5 es un nximero raclonal o un rHjmero Irracional? 
iPor qu^? . • . 

*5. « Usando el misrao m^todo que para los problemas 2 y 5, localiza 
el punto >/5. iPuedes imaginar una manera de localizar el 
punto^correspondiente a n/S"? 6^ a -n/T? 

6. Localiza los puntos que corresponden a estos ralmeros : 

(a) 2^/^ (b) |V5" (c) '(5V3) 

7. iCrees que 2 a/? es un numero racional o un n\5raero irracional? 
8; PROBLEMA DIPICIL. Demuestra que es un niSinero irracional. 

(Eraplea el razonamiento indirect© semejante al que se ha usado 
para demostrar que es irracional. ?n deterrainado momento ' 

deberas saber que si p^ ^ tiene a. 5 como factor, entonces p 
tambl^n tiene a 5 eomo factor. Demuestra esta proposicldn 
simple. Antes de tratar de demostrar que ; V5 es irracional:^ 
plensa en la propiedad de factorizacion unica de los numeros 
naturales. Si el numero primo 5 no fuera un factor de p, 
entonces, icomo puede ser-^ factor de 



En el estudio anterior se ha demostrado que no es un 

lal. Es una gran sorpresa saber que. podemos construir 
con t^CN^al^/cilidad un segmento de recta cuya. longitud no esta 
.dada por un ni5mero racional. Ademas, ^rece que hay muchos otros 




ntimeros, tales como >/5 y -VF q«e no son numeros racfonales. 
piensas un poqulto sobre los racionales e lrracionales> puedes 
ver una manera de encontrar muchos numeros irraclonales. Por 
e-Jemplo, todo numero de la forma |- V?, donde | es raclbnal. 



Si 
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sera irraclo3|p.l, Pero* el con;Junto Vz} puede ser puesto en 
con»espondencia blunlvoca con el con junto de los n\$raeros raoio- ■ 
nalea jsajti ^bargo, e"s obvlo que el con junto C^VS"} es 

SQ^yteia peQueffiii ^ a parte de los numeros irracionalesl 

realidaid, hems sufrido una gran desilusidn: los ralmeros 
radonales, a pesar de ser d^sos sobre la recta num^rlca^ dejan* 
en rji^lidad muchos m^s lugares vaclos que los que ellos mlsmos 
ocupaai, *» • . 

Cuando ^tablecemos una correspondencla biunlvoca entre un 
conjunto dado y el conjunto de los niimeros naturales (p un sub- 
con junto del conjuntp de los ntlmeros naturales) dlcen losmate- 
matlcos que hemos "enumerado" el conjunto. Poderaos "enumerar" 
el conjunto de los n\Smeros raclonaleSj> pero Jorge Cantor (l845- 
191S) descubrl<5 en 1874 que el conjunto de los niimeros irracid- 
nales no se puede "enumerar""* por nlngiJn m^todo. Hay tan to s 
numeros Irracionales que es Impoalble establecer una coVrespon- 
dencjLa biunlvoca entre el conjunto dej5.esos numeros y el conjunto 
de los niJmeros naturales. De cualquler manera que trates de 
enuraerar los numeros Irracionales^ algunos se te escapar^n; ^e - 
hecho, se te escaparan mas de los que^hayas tornado* A est© 1 
aiudlmos al declr que'el conjunto^de los numeros raclonales 1 
deja mas lugares vaclos sobre la. recta 'numeric a que los que 
llena. ^ 

SI te Interesas en aprender algo mas sobre este Importante 
aspecto de las matematlcas, puedes consul tar la obra Uno dos 
tres Inflnlto por George Gamow (capltulo !)• Puedes hallar 
una breve pero Interesante hlstorla de la ylda de Cantor en 
Vldasvde matematlcos por E^T, Bell (capltulo 29), 



6-7* Representacldn decimal de 

Los numeros cbmo a/5 y corresponden a puntos sobre 

la recta num^:^lcaj determlnan longitudes de segmentos de recta 
y satisfacen a nuestra intuicidn de lo que es un n\5mero* Pro- 
bablemente el aspecto mas desusado del ni5mero es la manera 
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^ como se 1| ha ^lefiniclo: V? es el nxMero ppsltlvp n que, elevado 
al cuadrado, es Igual a 2, de manera que ^ 
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Esta forma es distinta de la qu^ empleamos anterlormente para de- 
flnlr J,ps nijoneros, pues hasta ahora hemos tratado princlpalmente 
con enteros y con n\ime3X)S definidos coino razones de enteros. 

Para raejorar nuestra comprensidn de veremos una nueva* > 

manera de descrihlr -s/? mediante noclonea mas famlllares. SI, 
por e Jemplo pudi^ramos expresar de alguna manera como un 

decimal, esto nos a^udarla a compararlo con los numeros raclonales ; 
que conocemos. Adem^s, esto nos Indlcarla pu localizacldn en la 

recta num^rica, ^ 2 

Tomemos la definlqloh del n\Xraero es.declr, (n/^) « 2, 

SI elevamos al cuadrado 1 y 2, notamos inmediatamente que ^ 

1^ < (V?)^ < 2 y pbr conslguiente \ < < 2 

Esto nos dice que es mayor que 1 y iaenor que 2, lo que ya 

sablamos. Podemoa tratar de obtener una mayor aproxlmacldn pro- 
bandp con los cuadrados de 1,1,»1.2, 1.5, 1.^ y 1-5. Despu^s 
de Unas i\ocas operaciones- (•, enseal ^sl ) ^ohtenemos el resultado ; 

1.96 = ^1.^^^ < W^f < = 2.25 

y por conslguiente concluimos que 1 . 4 < < 1 . 5» 

Con algunos calculos ligeramente mas compllcados, vemos en la 
siguiente etapa que . \ 

1.9881 = (1.41)2 < (<v^)^ < (1.42)2 ^ 2.0164 

y por conslguiente, . 

1.41 <^/5■ < 1.42 

SI tratamos de continuar^el procedlmiento, obtenemos en la siguiente 

-„etapa . . , • . 

. 1.414 < < 1.415' 

Como ves, este procedlmiento puede seguirse hasta que se agote 
nuestro entusiasmo, obteniendo en cada etapa una may<Jr aproximacidn 
decimal. Si c^ntinuiramos hasta la sdptima cifra decimal tendrlamos 

/ • 



J ' 1.4142155 < < I. 4iif2i36 

'.Esta es una rauy buena aproximacldn para pues 
' ,1 ' \ (1. 414213^)^ = 1.99999982558225 ■ / 

. (iC 4142156)^ = 2.00000010642496 . 

Batojices, exnpleajnido la propledaa que define (V?) - 2^ 
i podemos hallar apfoximaciones decimales de \[2 tan exactas coino 
Queramos. Hemos llegado a estableeer que 

V? « 1 •^142135. 

donde los tres puntos Indlcan que los dlgltos eontlnuan Indefinl- 
dainente, como lo sugiere el procedimlento anterior^ 

Geom^trifiamente, el procedimiento que hemos seguldo se puede 

describlr sobre la recta Aumdrica de la siguiente manera: toraando 

♦ , ♦ . ^ , ' . » 

. ,pg?imero los enteros»de la recta num^rica en el segmento 0 a 10^ 
vemos que a/? * debe estar entre 1 y 2. 



J L. 
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Agrand;ando este segmento (tnedlante un aumento de uno a diez) vemos 
que V? esta en el segmento cuyos extremes son 1.4 y 1*5 y 

» V I .1 La 1 1 1 1 1 1 

1.0 . 1.4 i.a a.o • . - 

agrandando scSn mas la flgxira, ^/z esta dentro del intervalo 
(1.41, 1.42), . ; 

I ' W ^ .J L — 1 I I t 1 I 

h40 U4I 1.42 1.4$ 1.47 1.90 

y sSl hasta la octava etapa, en que VS" esta entre 1.4142155 
y 1.4142136.. i / . 

I t > ^ ■ i I L..# l_! — 1 1 ■ -I 

I.4I42I30 K4I42IM K4I42I40 



. Este procedlmlento njos Indlca cdmq leer los dlgltos suceslvos en 



la represent^cidn decimal^ de Al mismo tiempo nos da \ma 

manera de determinar la posicl6n del punto sobre la recta real. 

Cuando .escri)33inos el numero como . 1. 4l42155» • • toma .una 

aparencia soapechosamente parecida a la de los numerog racionales 
que hemos visto, como por ejemplo, - 

Debemos preguntaraos en qu4 se dlferencian y como podemos dlstingulr 
un numero racional de uno irracional cuando tenemos solamente las 
representaciones decimales de dldhos n\SmerD3. > 

La caract^rlstica fundamental de la repre3entae±<5n decimal de 
los numeros racionales es que sus decimales se repiten con perio- 
dicidad. Como hemos visto, todo decimal periodico representa un 
nxSraero racional. Bntonces, la representacidn decimal de ^ no, 
puede ser periodica, pues V5" es irracional. Podemos estar segu- 
ros de que por mas «£iue contlnueraos calculando dlgitos en la repre- 
sentacidn decimal, ' ' ' 

^= 1.4142135... 

nlngun grupo de dlgitos volvera a repetirse periodical e indefinid^- 
.mente, Podemos esta.r seguros de. que un decimal representa uri nxi- 
mero racional solamente en el caso en que h'&ra un perlodo en ese 
decimal que como dijimos se indica con una barra "C^); 

EJerclcibs 6-7 

1. iEntre que dos enteros cohsecutivos est^n los numeros Irracio- ' 
nales que ^slguen? (Escribe la respuesta como se sugiere en la 
pregunta (a).) Usa la tabla apareclendo en las paginas 200 ^ 
201. 

(a^ (, <'m< ) 

(b) 'Jm 

(d) (Sugereneia: 4,280 es 42.80 x 10^, entonces 
comienza el calculo tomando • 'lO. ) 

(e) • • . - 



2» Expresa (a), ("b)* y (c) como declraeOLes con'sels cif?!»as. 





(a)^ 


(1.751)^ 




(b) 


(1.732)^ 




(c) 


(1.753)^ 






Halla la 



y el numei*o 3; halla la diferencla entre tu respuesta 
a la parte (b) y el numero 3; tialla la diferencla 
entre tu respuesta a la parte (c) y el numero 3, 
(e) iCudl es la mejor representacldn decimal de >/5 con la 
aproxlmacl6n de una mll^sdka? = 

iCudl^es de los n^meros que se sugieren es unja tae jor aproxlniHCldn 
para sljguientes nilmeros Irraclonales? H 

3. 1.73 6 1.7^ : 

^. -/IS: 3.87 o 3.88 

5. 25.2 6 25.3 

Halla, con la aproxlmacldn de una d^clma,, la exp]^sl<5n declAis 
de los slguien^es 'ni^eros |.rraclonales : ^ I 

6. VTO"" " ^. . 

7. VT^ * • ^ 

8. >/?5T • 

*9. iPara qu^ niSmero posltivo n (ooi) una cifra decimal) es 
n^ = 10? . • 

*10. iPara qu^ niimero positive n (con una cifra decimal) es 
n^ = 149? 



lal 



6-8, Los numero s irraclonales ^ el sistema de los nximeros reales 

Hemos vis to que todos los numeros racionales tienen repre- 
sentacidn decimal periodica y que todos los declmales periddicos 
corresponden a ntimeros racionales. Heraos visto tambi^n que V5" 
no es im numero racional y que, por consiguiente, se representa 
por \in decimaa-Tro~-per±dd±co. En consecuencia, hemos dicho que 
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n/? es mi ntimero Irracional. . 

Ahora \i3amos es1?a forma decimal para def Jjilr el conjunto de 
los numeros irracionales. Deflnlmos un ^mmero Irracional como 
to do' mjimero con repreBentaclon decimal no geriddica^ 

Llamaiiios slstema de los nilm^ros reales al slstema <me se com 
pone de todos los niimeros racionales e Irraclonales* ; ^ 

' De esta manera, todo numero real puede ser caracterlzadt) por 
una represgntaclon decimal . ^ * 

SI la representacldn . decimal es perlddlca el ntamero es 
racional, eri^todo - otro caso el numero es Irracional > 

Cpn todo punto P de la recta numerlca real, asoclamos un- 
niimero y s<$lo uno de esta clase medlante un proceso de encaja^ 
mlentos suceslvos con Intervalos declmales de longT^ud constante- 
mente decreclente. Las flguras que aparecen a contlnuaclon llus- 
tran las prlmeras etapas del calculo del d^eclmal que corresponde 
al punto P sobre la recta numerlca, Consldera el punto P 
entre 3 4, 



1 



A 
3. 



4 



P 



3.00 ( 

J I I _l I 



A \ 
3*6 • « • 
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A 

3*67. ♦ * 



Observa que dos puntos dlstlntos cualesquiera P. y P^, 

corresponderan a representaclones declmales distintas, pues si 

« 

aparecen asl: 

✓ 
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sobre la 3?eota num^rica solo necesitamos subdivldir ^sta medlante 
una paPticidn decimal suficientementeN^ina (declmas, centesimas, 
milesimas, et6* ) para' ^erciprarnos de que los puntos y Pg 

estan separados por un punto de una subdivision* 
<^ / Reclprocainente^ dado cualquier decimal, hemes visto la manera 

' de local izar el punto correapondlente sobre la recta numdrica real 
tomando aproximaoiones riacionales decimales sucesivas suminlstra- 
daa por el numero,. '(Recuerda corao hemos empezado para localizar 
• el punto Z. JQ^T?... en la Seccidn 6-5*) 

Entonces ha^ un§L correspondencia blunlvoca entre el conjunto 
* de los nxSmeros reai^-^ el con Junto de puntos de la. recta num^rica. 

El con junto d^.libs numeros reales contiene el con junto djB los 
mimeros raclonales comb subconjunto* Hemos visto que esos numeros 
racionales forman un sistema materriatico con operaciones : adlcidn 
y multiplicacidn y sus inversas^ sustraccidn y division, Lo raismo 
oci^rre cpn el conjunto de todos los numeros reales. Podemos sumar 
numeros reales, racionales. o irracionales, y podemos multiplicar 
numeros reales* El sistema de numeros que asl resulta tiene 'todas 
las propiedades del sistema de los numeros racionales* Ademas, 
y . tiene^ una importante propiedad de que carece el sistema de los 
numeros racionales. Posteriormente estudiaremos esa propiedad. 

Antes de enunciar las propiedades de los numeros, debfemos ' 
preguntamos por lo que sabemos acerca de las operaclones mism'as. 
No'deberias tener dificultad alguna en coraprender^el significado 
de la adicion en el sistema de los iiumeros reales, en lo que se 
reflere a la recta numerlca. Aun cuando no hay nlngun nombre 
mas simple para una suma como n/2 + \/5 que el mismo slmbolo 
" ^/?" -h s/3 puedhig^illaginar un metodo de construccldn para el 
punto s/^ + n/3 "Ifrore la recta num^rica colocando extremo con 
extremo, segmentos de*longitud y Vj, 

El significado de la multiplicacidn es un poco mae diflcil 
de expllcar. Dados los segmentos de- longitudes -JZ y ^9 
posible descrlbir una construccldn geometrica Qe un punto que 
llamarlamos des^modo natural -75" •• n/J^ Sin embargo, tendras que- 
estudiar el Capltulo 9 antes de estar en disposlcion de com- 
. prender dlcha construccion, Se puede tarabidn vesr el significado 
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de las dos operaclones medlante las representaciones deciniales 
que hemos descrito,. pero aun aqul encontramos algunas^ificultades 
que ho estas en condicion de superar. Estt) no te debe preocupar 
raucho* Con freciaencia aun los roiataaaticos ^ben aceptar hechos 
que ho comprenden ooinpletamente para avanzar en el trabajo que les 
interesa mas Inmediatamente, ' .Pero si las ideas que aceptan son 
importantes, vuelven siempre a ellas %axi pronto como pueden y las 
dominan, Regresaras al sistema de los riuraeros. reales a medida que 
estudies raatem^ticas en el futuro^ y cada vez comprenderas mejor ^ 
la definlcidh y el senttdo de las operaCiones. ' 

A continuacidn damos una lista de propiedades familiares que 
el sistema de los numerds reales comparte con el de los ritameros 
racionales. . " 

Propledad U Clausura ' ^ \ ^ ^ 

(a) Clausura respecto de la adiclon. El sistema de los 
numeros reales es cerrado respecto de 'la adicionj es 
declr, si a 2. b son numeros reales, ento;iees. a + fe- 
es ,un numero real. * * * . ' *' 

(b) Clausura respecto de la sustracclon, * El sistema de los 
ntSmeros reales ges cerrado respecto de la sustracoicSn 

* (operac.?.6n inversa de Lgradicion); es decir, si a ;t b 
son iwnieros ^f^ealeb^ TOtonces a - b es uh^n\5mero real. 

(c) Clausura -respecto dV la multlplicacion. El sistema de 
los numeros reales es cerrado respecto de la multiplica- 
cidn; es (3ecir, si a b son n\5meros reales, entonces 

' a • b es %n numero real* C\# 

(d) Clausura respecto de la dartrision* El' sistema. cle los 
numeros i?eales es cerrado respecto de la dlvisidn (oper^- 
clon inv^rsa de la multiplicaci6n) ; as declr, si a ^ 
b ^son numei:^^ reales, entonces a ^ b {cuando b / O) 



es un numero real* 



Las operaciones de adicidn, sustraccidn, multiplicacion y 
division de numeros reales conservan las propiedades que ya hemos 
vislio en el sistema de los numeros racionales. Se pueden resumir 



as! : . . ^ 



lie 
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i J... - b = b + a. * * ■ * . . ^ ^ * 
^ t ^ Ja^^ (b) Si a ^ h son num^ros rjctaies, en'^onces \5 

* * ^ ^ B,. •**lPr = b • a* ' > * /\ * ' : * ^ ' \ ' 

Propledad 3» Asociatlvldad ^» » ' * ' ' ' / 

* j[a) §i ^» "^J 2. son niimeros 'reales, entonces ' * 

a % (b + c) =^(a +, b) + p. . . 

. (b) SI a,'b 2. ^ son niimeroa reales, entonces ^ 
; '(a • b) • G = a • (b • e). ' ■* , ' 

. . ■ . . . • 

Prdpledad 4. Elemefttog nevtrales ' • 

(a) SI a ea uh numero real, ent9nGes a + 0 = 'af es- decljq^,^^ 
^" , ^ cero es el ^faeraentci neutral parala g^ci^n.^ ^ ^ '* 
^{b) • SI a es niimero' real, entonoesN^ .« aj es" declr*, 
uiio es el elemento neutral xpara la multlpllcacidn. 

I»ropledaja 5. ^Dlatrlbutlvidad " ^ v / ' | 

> * Sl^ ^a, b- 2., ° soJ^ nuraeroa, reales, entoiitces * 
a • (b..+ c).= (a • b) (a • e). . 

Propledad 6* Inversos 
' (a) SI a es un nuihero real, hay^un nOimero i?eal ^a^ ^ ^» 
• ^ ^ . . llamA^P lilnVerso adltivo dg a, tal^que a + (^a) = 0* * 

{y) SI * a gs^iT niSmero real 2. si ?^ 0^ hay niimero j?eal b,' 
llamado ^Inverao multiplicative de a, *tal que a • b » U 

Prqpledad 7^ * Qrdenaclon 

v'* ^ El conjunto de lois "^ifciej^os reales es ordenad<>5 es declr, sl\ ^ 
a b son VMmeros rfeales distlntos, jentonces . a < b d a > b. ^ 

>V Propledad 8. pensldad • • 

• 

^ ? V El slstema d^ los niimerps real.es es densoj es declr, entre 
' 5lo9"*numeros reales ,^ist^ntos cu41esqulera, hay slempre otro / 
^ . humero real.s ;En consecuenoia, entre dos'n\5meros reales ' cua?.es- 

,qui^ra exls'ter!^ tantos numeros reales como queramo^» En ef ecto,^ . 
/ - Vaci^linente vemos 4v®J (l) Slempre -hay un numero racional e.ntre* 
/ -dos ,ni5ftieros reales; dlatlAtos cualesqulera, por muy prdxlfftos que 
^^^1^ f2)/Siempre hay un numero Irraclonar entre dos numeros 

V ' > s ' ♦ • ' ^, - » • •. \ - - • . 
,ERic . . • , • . ; ; ^ . - . • \ . . 

' » - , . , V ' - • ' • 
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reales dlstintos, par muy proxlmos que sean.- (Posteriormentie, en 
esta seecidn. verd^s c6mo se ll-ustoa eat©. propleQadO. * ^ 

La novena ppopiedad del slstema de los ndmeros reales no esta 
tomada' de loau^n^meros raclonales. ' * 

SSSsiS^l. iS.mpletltud; . • • ■ ^ " ■ 

^El slstema de los nuraeros reales ^s cdmpleto; es dec^Lr, po * 
0;<ilamente co3?i?esprondfe un i^unto de la recta num^rloa a cada -n^era ^ 
real slno que, reclprooamentei a cada punto de la recta numerlca 
le coajnesponde un niimero* real. ^ • / 

. H Los n\5meros raclonales se dlferen(ilai:> de los numeros -reales , 
Justamente . en este aspecto, A cada numero raclonal le *^orrfesponde * 
un punto de la il^ecta numericaj p^^ro no^ hay ningun numero/raclohal 
que; corrigsppnda a ciertos puntos de la reclia nunierloa\ Hemos* visto 
que en el alBtema^ de los n^meros racion^||^ no hay nlngiSn niimero 

a/S" tal qjae eieVado al cuadrado 'd^ J^|^Sln erftbargo, en el slsteipa 
de los niimeros ixeales tal como le hemos definido, ese mlraero esti 
Inclijildo, * ' ' \ 

Si ' a 2. niJmeros raclonales positives b ^ a 

, escrlblmos , ' ^ T • 

(que se lee '^a; es. una VBXt en^slma de b^*)* . . ; 

~ ~* » " 

• dcua?re qu^ la ralz en^sima de cualqurer ni5merb raclonal posl- 

tlvd que no es la en^sdraa potencla de otro numero racicJnal, ^es un 

. •' " 

nilmero ^ Irracianal^ Eg to slgnirica que numeros como; ' . **" . 



son ntJineros IrracloAales, mleni^as que 



son nuineros ratiiofiales. En ^Qcqfisecuencla, en el « slstema de los 
niSmeros raclonales no nos es ^poslbls ejctraer'^ralceS en^slmas de 
oualquier n^ero raclonal que no* Sea 'una-^n^slma potenpla de otro 
numero raclojHlal, ^Sln embargo, t^esde que hemos Introducldo los • 
n^umerbs, Irraclon^les para formar el slstema ^de los numeros realms* 



^ppdemos halilar las ralces en^slmas de todos los ni5mero3 racionales 
positlvps, as! como de todos los nufteros reales pq^itlvos^ En-. 
Nonces, /una propledaM nmy -dtil del sistema de los n^meros reales- 
• ei3 la sigulente: ^ 

El sistema de los numeros reales. contlene las^ralces^feneslmas 
jjlpi de todos los n\i«ieros racionales posltlvps; b 0} el* 
sistema de los ^i^meros reales contiene las ralces endsimas 
" de todos los niiraeros reales posltivqst ^ 

^ \ Esto 5oq, asegura que podemos hallar entre los n'dmeros realms, 
nifeieros como ^ ' • ' ^ ^ ^ 

; ^ - ^ * 

y clialesqulera otras. ralces en^slmas de niimeros racionales posi- . 
' tivos, apl como* niameros que son sumas,* diferencias, prodyctos y 
cocientes dq tales nijlrtteros. Por ejemplo: 

.1+^/5, 5^ Vfe^ ^ V5 y ^ • 

son numeros rdales* * % * • 

Ademas de \^s n\5meros\lrra€ionkles que aparecerral calcular 
las ralces de los niHaieros racionales^ hay mwchos otVos numeros 



irraclonales que se llaman rtumeros trascendentes, ejemplo de 
^ ntamero trascendente es el n^mef%' ir que ya has encontrado en tus" 
estudlos de la circunf 4rencia. Recuerda ,que ir es la raz6n de 
ia medlda*de la' lon^3,tud de la clrcianf erencla .a ia medlda de su 
di^etro. Ha sldo extiiaordinariamexiite dif loll demostrar que ir 
es^'irracional^ p^ro se' ha demos trade* ^La representaclon "decimal 

TT - 3. 14l59265v- . / 

• * 22 22 

no es periodica, .El numero ir no es* -y-, aunque es una 

' aproximacion aceptable para ir. *'(Compara la representacion 

♦ .decimal de con la de ir* ) * 

Cuando estudies logaritmos^ en el segundo ciclo secundario, 
^s^udlar^s* numeros"^ que^ j^lVo pocas excepciones^ son niimeros 
trascendentes/ N es *un* niimero real positivo cualquiera y* 

X es un Exponent e tal que 



'entbnces decimos que x» es el logaritmo de N en* la base 10. 
Si N es yna potenda de 10, por ejeiiiplo N = 10 , entonces 
lO"'^ « 10^, de manera que el logaritmo de ' 10^ es 2 la base 
10. En tal caso, el logaritmo es un numero racional. Pero^ para 
la mayor parte de los niimeros el logairitmo es un numero Irracional 
(trasoendente), * * 

Las raiEones trlRonorndtricaSj como el seno y la tangente de lan 
angulo^ son otras *expresione^ que habitijalmente conducen a niamei^os 
irracionales trascendentes^ Esas razones se definen en el Cap!-- 
tulo 9* ^ , 

• EJeyclclos 6 -8a , * 
U ^Cuales de.los slgulentes niSmeros c3?ees que son raelonales y 
ciaale^ Irracional es? Haz dos listas. ; • » 

(a) 0-2iil^. • U) 

o.785?S".\. ' ' (k) ^0.959559555955559... 



2, Escribe Qa|a vcno de los numeros raelonales del prc^blema % 
qomo decimal y como fraccl'6n* ^ 

5.* Para cada uno de.las numeyos irracionales del protolema 1 
escribe un decimal cJon »la aproximacion de uria centesima* 

4. (aV Escribe tres n\5merbs raelonales cgn decimales exactos* ' 

* jfb) ^Escribe tres numeros raelonales con decimales periodicos* 
\v V . \ ^ . 

(^) Egcribe tres numeros irracionales con decimales* 

Ha,s aprendldo a Intercalar niSmeras ^ raelonales^ en tre doS _ . 
nymeros i^aclonales dadoSt Ahora^ c6n lo que has 'estutJiado sobre 
la »repreQeritaci(5n ^decimal de Ids numeros reales,' puedes como 
intercalaj* tanto numeros raelonales como irrabiojnales 
meros'reales. Obserya ejptos decimales para dos numeros 

, a = C2193173173175TT. .. 

» 

b 4. 25656556555655556. . . 
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'Estos dos mSmeros son bastaate prdximos, pero cualquler 
decimal que comlence como 4. 22... sera mayor que a njenor 
que b. Podemos luego contln\w|p este decimal de tal msunera que * 
lo hagamos raclonal o l^raclonal. Aun podemos hacer un decimal 
exacto si asl lo queremos. Por ejemplo^ ^..222 y 4.^25^^. . . 
son ntimeros raclonales mlentras 4.225622566225666.., es 
irraclonal. Todos estos nilraeros est^ entre a 2^. b« 

Para aseguramos de que un niamero real representado en forma 
decimal es irraclonal debemos escrlbirlo de maiiera que no sea 
periodioo. tJna manera fdcll de-lograrlo es repetlr 'un grupo de 
uno o mis dlgitos y en cada repetlcidn con un niJmero -dlglto 
dlferente mas, prlmero, luego con dos raids, luego can tres mas, 
y as! suceslvamente. ^ Por ejemplb, en el nxSmero b = 
4» 2365655655565555. . . el dlgito 6 se replte y esta seguido 
por un 5, la prjjnera vez, por dos la segunda, y as! suceslva- 
mente. Eh el niSrae3?o '4. 237825788257888... el n\5mero 257 se 
replte y eati seguido por un 8 la prlmera vez, luego por dos 
8, luego' por tres, y as! suceslvamente. Debido a que el dlgito 
8 aparece un niiraero creclente de veces en la f ormac^cSn de' este ' • 
decimal, el decimar nc5 puedte tener un perlodo fljo. El niJmero ; 
representado debe ser, pues, Irraclonal. * ' » 

■ EJerciclos 6 -8b . > - 
1. (a) Escribe la expresldn decimal para un numero racional „ 
entre^ 2.5846B5^. .. y 2.3e93S5"... . • " ^ 

(b) Escribe Ik expresldn decimal para un numero irraclonal 

entre los numeros indlcad^os en (a). . * 

3'. ' Escribe la expresldn decimal ^para (a) un numero raclonal y ' 
(b*) un niSmero Irraclonal,' enta?e 0.346019... y 0.342806... . 

3. Escribe . e-xpreslones' declraales para (a) un numero racional 
y (b) un niimero Irraclonal, entre ' 283, , . y 
67.28106006 * " 

4. iCrees que el sistema de Jos nilra^ros real es contlene las 
ralces cuadradas de toglos los ent^os? Apoya tu respuesttf"" 
en un ejemplo. > • . '♦^ , • 
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5* tJnja aproximacldn que Iob babilonlos usaban para , w era la 
interesante razdn ^Ea una^ buejia aproxlmaeidn? ^Eg 

. me J or aproxiinacidji que ^? 



g^--9* pro^ledacies geoia^trlcas de la recta num^rioa Veal* 

La cOvrrespondencla bltinlvooa entre. los ntlmeroa reales y los 
puntos 'de Ip. recta numdrica •nos da por primera vez una represent 
cldn gfeom^trica satisfactorla de los'^nxJxneroB^ Por esta razon/es^ 
costutobre referlrse a la" recta#»numdrlca cbino la recta num^r j 
realt 

Sabemoa que no hay vacloa *hi puntoa que falten en toda la 
recta real*. Podemoa hablar bel^trazado contlnuo de la recta nt 
rlcd^ y aal^er gue-^el segmento deacrlfl^ eii cualquler etapa tlene una 
longltud que ^e mide medlante un ntdnero real. Entonceaj en la 
*recta numdrlda^ q^e Bp indlca a contlnuacldn 

• , * ' A B C , 0 E ; 

- , — i , » „: — I : — .4,^ — ^ 

0 . 1^2 3» _ - 

sab^os que tiene una longitud, <3e medida ^/^ - '1^ la fongltud 

% * ' ^6 \ * ^ * * 

'd^ i/iCU ^ tlene por mediaa 5 - -v/?, "BET tlene por medld^ K - y 7 

TJB se mlde por w - ^ 

Podemoa ,'^maginar un punto *que se mueve de modo* contlnuo 'de O' 

a 1. A cualqulera de aua poalclonea podemos asociarle un ntSmero 

**eal. /^^ ^ ♦ ^ .-^ \ ^ * ^ V . 

I : • I ' ^ ^ -I— L 

•'-^ 0 . X , 'I 



Por esta propiedad de contihuldad de nuestro. slatema de los 
niimeros reales^ . algunas vecea lo llaraamos e l conl^lnuo ^de loa 
ntameroa^ . reales^ ^ ' v 
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Aproxlmaclones raclonales de los mlmeros Irraclonales 

Cada vez que damos \m «\5mei^ irracional en foiroa decimal, 
por ejemplo, N= 0.019254675..., poderaos definl'r aMtoraaticamente 
una sucesldn de n\lmeros raclonales que da- apcrexlmaclones cada 
vez mayores al niimero Irracional N. Podemos leer tal sucesldn' 
de aproxlmaclones raclonales asl : 



0.01 ^ * 

,0.019 . ' 

0.0192 • » • 

C|01925 • ■ 
•0.019254 

0.0192546 ^ ' 

• • . ^ • 0.01925467 
0,019254675 

Numeros raclonales ^ Irracional ea en el mu'ndo que nos rodea 

Memos vlsto muc*hos ejemplos de numeros raclonales en nuestra 

vlda dlarla: ~ el preclo de"*las merca)^clas,^ el Importe total de un 

balance bancasflo, el pdrcentaje de un pago, el' Importe., semanal 6e 

»un 'salario.^ las calif Icaciones \3e un examen* * 

Aunque no hemos estudlado durante inucho tlemi>iCJ vlos nxSmeros 

irracional facil ver muehos ejemplos referentes a estos 

Aumeros* Por ejemplo, considers una circunferencia de radio ^ 

unitario,. ^Cual es su longitud? Naturalmente^ es Sir unidades. 

En realidad, tcyia cjLrcunferencia cuyo radio es un numero raclonal 

tiene 'una longitud ix^racional, Tambi^n, todo ciroulo de radio r 

2 

tiene un area cuya medlda *es un numero irracional (irr* ) cada 
vez que r sea un numero racional y frecuentemente cuando r 
es Irracional. i 'v 

El volumen de un clllftdro circular se calcula por la fdrraula 
V = Trr h J^u area lateral ,.A ppr ,A = 27rrh, dor^e h es la 
altura del clllndro. * Aqul 'tamb^-^n el yolumen y el ^re^ son nu- 
meros Irraclonales si el "radio ^ la altura h son raclon^^s. 

Tambl^n has apren<Jl'd6* a ^Ibujar «algunas longitudes d^ m^dida 
irracional slgulendo una duc^sidn sjimple de trlangulos rectangulos 
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Observards sin embargo que este pj?ocedlTnlento* da algunas 
longitudes* racl^ales, pues = '2, = 5, y .aal sucesivamente. 

, Dibuja eata sucesion de triangulos rect&ngulps en urja hoja de 
Vapel, y continuala hasta que hayas dibujado una longitud que re- 
presenta a -/TO". * * 

• \ EJerclcioa 6-9 - 

1, iCuales de los siguientes 'fiumeros son racionales y cuales 

irraclonales? \ « ^ 



1 



KL rjumero de unidades de ' • 

(a) la longitud de una clrcunf erencia cuyo radio es ^ 
unidad. ^ ^ i 

el area de un tjuadrado cuyos lados tierien una unidad de 



(c) 



longitud.* ■ ^ • 

la hipotenusa de un tridngulo rect^gulo cuyos .catetos 
:5/' 12 unidades de longitud. . 

m cuadrado cuyps^lados tiehen -/3 "unidades 
longiJud.^ J . " " > - 

volurq/fen de/un cilindro cuya altura es 2 unidades y 



(e) 

^ * cuya- 

(f) el area de^^ tridi^lo..retJtariguro *cuya hipotenusa tiene 

longitud y cuyos cat6tos son iguales. 



por radio ^1 • unidad. 



2 unidades 



2. 



y que <v0 « 1.732, rauestra que 



3. 



Sabj#endo qu^ «^ 4 1 4 

Cuando empezamos a calcular con. nume?*os irracionales encon- 
tramos algunas relai^ibnes que al fjrincipi^nos parecen nruy 



>peculiares pero que, despu^s de iiB:.e3'tudio nias*minxicloso, 
tlenen perfet5|;o sentldo* He aqul dos ej^mplos: 

^ El inverso multipllcatlvo de >/F es* iV?* . 

j ; El inverso multipllcatlvo de ^ ^) es - 

' -^(a) Compryeba estag aflrmaoiones aproxlniadara^ntej empleando 
las^ aproximaolones decimal es ^dadas en el problema 2. 
(b) PROBLEMA BIFIQlI** Comprueba estas aflmaciones con 
^ :^ exac'tltud^ efeotuando los c^lculos con los nilmeros 

: Irraclonales mlsraoau 

4. Halla el radio de una clrcunf erencia cuya longitud 2. 
. Ba un valoi^' aproximado del radio, (Toma*'^ 5* 1^ peira ) 
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